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RESUMO

Durante o estudo da fisica e mecénica, diversas instituicdes de ensino superior utilizam-se do
projeto do foguete de garrafa PET como recurso para o aprendizado do movimento balistico.
O objetivo do presente trabalho é o desenvolvimento de uma modelagem matemética capaz
de prever com uma boa precisdo a posicao do foguete ao longo da trajetoria, para que seja
possivel o transporte de um cabo guia de ago em dire¢do a um alvo definido. Para o
desenvolvimento deste trabalho foi realizada uma medicdo do terreno utilizado como
referéncia, além de uma revisdo bibliografica lastrada nas equagdes da fisica mecanica, e
utilizando o Excel 2010 e outros softwares para elaborar uma modelagem matemaética capaz
de descrever a trajetoria balistica de foguetes de garrafas PET. Com os dados de entrada e
utilizando a planilha, encontrou-se um angulo de langamento para que o foguete acertasse o
alvo determinado. Em seguida foram realizados langamentos com este angulo e observou-se
que 71,43% das vezes o foguete acertou, enquanto 28,57% das vezes que ndo foram obtidos
éxito. Estes valores apresentam a eficacia da modelagem, visto que mesmo sem consideracao
de variaveis ndo mensuraveis como a variacdo da velocidade do vento, obteve-se um
resultado promissor. Por fim, os autores registraram todo 0 processo como uma eficaz
adocéo de integracéo de conhecimentos de cunho interdisciplinar e de formacéo integradora
singular.

Palavras - Chaves: Foguete de garrafa PET; Lancamento de projétil; Modelagem
Matematica.
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ABSTRACT

During the study of mechanical physics, several institutions of higher education are used PET
bottle rocket design as a resource for learning ballistic movement. The objective of this study
is to develop a mathematical model able to predict with good accuracy the rocket position
along the path, so you can carry a steel cable guide toward a defined target. To develop this
work, was held a measurement of the land used as a reference, and literature review based in
mechanical equations with the use of Excel 2010 software and others to prepare this
mathematical model able to describe the trajectory of bottle rockets PET. With the input data
and using a spreadsheet, met a launch angle so that the rocket hit him the intended target.
Then, were carried out with this angle and it was found that 71.43% of the time the rocket hit
the target, while 28.57% of the time were not successfully obtained. These figures show the
effectiveness of the modeling, since even without consideration of non-measurable variables
as the speed variation of wind, there was obtained promising results. Finally, the authors
recorded the whole process as an effective adoption of integrated interdisciplinary nature of
knowledge and unique integrative training.

Keywords: Water Rocket Laucher; Projectile Launcher; Mathematical Modeling.

1. INTRODUCAO

Na disciplina de fisica mecénica, apresentada aos alunos de ensino médio e superior em fisica
e nas engenharias, conceitos relativos ao movimento bidimensional sdo explorados com o
estudo do movimento balistico. Para a consolida¢do do aprendizado adquirido com as aulas
tedricas, os alunos realizam experimentos praticos com objetivo de observar e analisar os
fendmenos fisicos estudados.

O uso de foguetes de garrafa PET vem sendo largamente utilizado nas mais diversas
universidades do pais como parte do ensino de fisica mecanica, e neste contexto alguns alunos
acabam por se aprofundar na andlise dos fenémenos observados buscando uma modelagem
matematica que satisfaga ao conjunto de variaveis envolvidas no lancamento vertical do
projétil [1, 2]. Durante a pesquisa na literatura académica nfio foram encontrados estudos que
busquem a criagdo de modelo matematico especifico para a andlise da trajetoria balistica do
foguete de garrafa PET, além disso, poucos estudos buscam uma aplicacdo pratica para o
langamento do mesmo, sendo esta uma tecnologia de baixo custo e que se utiliza de materiais
reciclaveis, o que justificaria a sua utilizagdo em possiveis propostas.

Desta forma, o presente trabalho tem por objetivo a elaboragdio de uma modelagem
matematica capaz de descrever a trajetoria balistica desenvolvida por um foguete de garrafa
PET langado em dire¢do a um alvo determinado, levando consigo um cabo guia de ago de
1/16"", que serviria de apoio ao transporte de cabos de tensdo de rede elétrica e outros
dispositivos em regides de dificil acesso. A modelagem precisaria ainda ser capaz de definir o
melhor dngulo de langamento, assim como ilustrar de forma grafica toda a trajetoria desde o
disparo até atingir o alvo em um sistema de coordenadas bidimensionais.
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2. METODOLOGIA

Para construcdo da modelagem inicialmente foram coletadas as dimensées do territorio de
lancamento, buscando conhecer as reais distancias entre o ponto de saida do foguete e o alvo
determinado, assim como todos os obstaculos presentes, a Figura 1 ilustra o esquema da
trajetéria. O método utilizado para confecco do foguete se baseia no artigo publicado por
Souza em 2007 [1], onde € possivel encontrar as especificacdes para determinacio geométrica
estrutural de forma a garantir a sua estabilidade durante o voo.

\ TRAJETORIA DO FOGUETE
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Figura 1 - Esquema simplificado do terreno de langamento do foguete. Fonte: Autores.

Neste esquema, a marcagdo em vermelho determina o centro do alvo ao qual o foguete tem
que acertar e os valores de 29,72m e 43,4m representam os limites do alvo.

Para a realizacdio da modelagem matematica foi necessario obter alguns dados prévios como,
velocidade inicial no instante apds a ejecdo total da agua, gravidade do local onde foram
realizados os langamentos (disponibilizado pelo Laboratorio de Metrologia do SENAI
CIMATEC), massa do foguete, pressdo interna do foguete pressurizado (obtido pelo
mandmetro do compressor manual utilizado), valor do coeficiente de arrasto e o tempo de
gjecdo. Alguns destes dados, como a velocidade inicial do foguete e tempo de ejecio foram
extraidos de langamentos verticais realizados no local estacionamento do SENAI CIMATEC.
Para a determinagio do instante em que o foguete ejetou toda a agua e da respectiva altura, foi
realizada uma analise do video utilizando o Software VirtualDub 1.3¢ (portable) onde foi
observando cada frame (quadro) para encontrar o ponto final de ejec¢do da agua e tempo para
gjeclo total. Apos observar os frames, o instante de ejecfio total da agua foi capturado e
utilizando o software KLONK Image Mensurement, versdo 14.2.1, que se utiliza de uma
medida referencial da imagem, neste caso as marcagdes metro a metro no tubo posicionado no
pareddo, obtendo-se a medida desejada, como pode ser visto na Figura 2.
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Figura 2 - Medicao da posicao do foguete e a referéncia utilizada para esta medicéo.
Fonte: Autores.

Utilizando a Equagéio 1 [3], foi possivel determinar o velocidade maxima ou inicial do foguete
(AV), onde AS foi o deslocamento do foguete no instante apos a ejecdo total da agua e At o
tempo de um frame para o outro obtido pelo software VirtualDub 1.3¢ (Portable).

AS
AV =— (1
A W

Apés a determinagfo da velocidade e deslocamento iniciais do foguete foi realizada uma
decomposicdo do deslocamento nos eixos X e y do sistema de coordenadas utilizado, tendo
como objetivo determinar o ponto de partida para a analise de discretizagdo. Esta
determinacdo foi necessaria visando desconsiderar a analise do deslocamento do foguete no
intervalo de tempo relacionado a propulsio devido as dificuldades de prever com exatidéo o
comportamento do projétil neste intervalo, tendo o movimento aceleragfo variavel do disparo
até a total ejecfio da agua, apos este ponto o movimento foi considerado com desacelerado nos
eixos verticais e horizontais devido a atuagfio da forga da gravidade, arrasto do ar e da tragéo
do cabo.

Para a andlise do comportamento do foguete foi definido um intervalo de tempo de 0,01
segundos, onde de um tempo para o seguinte o deslocamento foi resultado da agfio das focas
envolvidas. A Figura 3-ailustra o diagrama das forcas de desaceleraco do foguete, que foram
decompostas de acordo a sua atuacfio a cada instante em forgas horizontais e verticais, como
ilustrado na Figura 3-b.
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Figura 3- (a) -Foguete e as forcas atuantes durante 0 movimento; (b) -
Decomposicéo das forgcas no foguete nos eixos x e y. (Fonte: Autores.)

Para determinagio da forca de arrasto no descolamento do foguete foi utilizada a Equagéo 2,
onde Cd corresponde ao coeficiente de arrasto, p a massa especifica do ar, V a velocidade do
projétil e d o didmetro da seclo do foguete. O valor do coeficiente de arrasto utilizado foi
baseado no trabalho desenvolvido por Xavier [4], com valor médio encontrado de 1,04 para
um foguete com dimensdes similares ao utilizado no presente trabalho.

aCypV*d?
D=4 ()

A forca de arrasto foi decomposta nos eixos X e y, assim, para encontrar o valor no eixo y
devera multiplicar este valor pelo cosseno do angulo formado entre a componente de arrasto e
a sua decomposta Dy e o mesmo foi calculado para o eixo x, alterando somente 0 cosseno
pelo seno do angulo.

A forga peso, apresentada na Equagfio 3 [5], onde m representa a massa e g a gravidade, €
uma forga constante, pois a massa do foguete, apos a ejecdo total da agua ndo varia com o
tempo.

E,=m.g (3)

Partimos do pressuposto que a tragio exercida pelo cabo nas fragdes de tempo analisadas esta
direntamente relacionada a taxa de ganho de cabo ao longo da trajetéria. Assim, a Equagio 4
[3] ilustra o método utilizado para o calculo de ganho de massa de cabo a cada instante
relacionado ao deslocamento do foguete neste intervalo de tempo, multiplicado pela
densidade linear do cabo (sendo esta calculada pela medigéo direta de um fragmento do cabo
utilizando um paquimetro e uma balanca semi analitica).

Mapo = vV (sz) + (A)’Z)-d (4)

A partir da massa de cabo calculada e, utilizando a Equacgio 5 [3], foi possivel encontrar a
forca de tragdo que o cabo exerce. Lembrando que, da mesma forma que a forga de arraste, a
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forca de tracfio também foi decomposta no eixo x e eixo y e o como o sentido da forga de
arraste ¢ o mesmo da forga de tragdo, que é contra 0 movimento, para encontrar o valor da
forca de tragdo na componente y basta multiplicar pelo cosseno do dngulo e para o eixo x
multiplicar pelo seno.

FC = mcabo'g (5)

Ao determinar estes calculos, podera se encontrar a velocidade do foguete tanto em x (Vx)
quanto em y (Vy) utilizando o calculo do momento. O momento foi calculado tanto para o
eiXo X quanto para o eixo y, afinal as forgas atuantes encontram - se nos 2 eixos. A seguir, a
Equagéo 6 [3] apresenta o calculo da variagdo do momento linear para as componentes X e y
entre dois instantes em um intervalo de tempo de 0,01 segundos, onde F ¢é a forca resultante,
AM a variagdo de momento linear, At a variagdo de tempo, m a massa d foguete, V1 a
velocidade antes e V2 a velocidade apos a desaceleracdo resultante das forgas .

F:AA_":_> AM = F.At » mV, —mV, = F.At (6)

A partir do calculo de momento linear foi possivel prever a variagéo de velocidade do foguete
nas componentes X e y entre dois pontos no intervalo de tempo analisado, e assim desenvolver
os calculos necessarios para determinar a posi¢do do projétil em um sistema de coordenadas
bidimensionais apés o mesmo intervalo de tempo. Utilizando a Equagdo 7 [3], onde o
deslocamento (S) € igual ao deslocamento inicial (So) somando a velocidade no instante (v)
multiplicada pelo tempo (t) e desprezando a aceleracdo na analise do deslocamento, pode-se
determinar a posi¢io final do projétil utilizando para tal os valores das componentes das
velocidades em x e em y no instante inicial.

S=So+vt(7)

O processo de discretizacdio acontece utilizando, como descrito anteriormente, os dados
referentes a velocidade do foguete em um instante e o seu deslocamento resultante. A
velocidade no instante seguinte é calculada com base na forcas responsaveis pela
desaceleragfio do projétil (arrasto, gravidade e massa do cabo) que variam em cada intervalo
de tempo de forma interligada.

Para a elaboragdo da planilha foi utilizado o software Excel 2010, onde inicialmente foi
definida uma coluna com o intervalo de tempo para analise definido anteriormente e entfo as
demais colunas receberam os registros das posi¢des relativas ao sistema de coordenas e as sua
respectivas velocidades em cada componente, os momentos lineares em cada componente, a
forca de arrasto e tracdo do cabo em cada instante. As células foram preenchidas com as
formulas no formato do programa para o calculo dos valores absolutos de forma a
interrelacionar as variaveis descritas e finalmente permitir a representagdo grafica da trajetoria
do foguete dentro de um desenho esquematico da mesma. Variando o angulo de langamento
na planilha era possivel prever a posi¢do do foguete ao final da trajetoria e predizer se o
mesmo atingiria o alvo ou néo.

Para verificar a eficacia da modelagem foram realizados 14 langamentos com foguetes de
mesma dimensdes e massas. O alvo definido foi uma estrutura circular localizada em um nivel
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superior ao estacionamento inferior do SENAI CIMATEC, como pode ser identificado na
Figura 6, que apresenta um raio de 6,84 metros. Visando melhorar a interpretagdo dos
resultados esta regido foi dividida esquematicamente em trés zonas circulares, sendo a Zona 1
a regifio mais interna com raio de 2,28 metros, a Zona 2 com limite superior de 4,56 metros e
a Zona 3 com limite em 6,84 metros.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A planilha desenvolvida, como descrita anteriormente, permitiu a construgdo de um grafico a
partir dos dados do deslocamento vertical e horizontal, como ilustrado na Figura 15. Este
grafico funciona de forma dinamica dentro da planilha, onde alterando o éangulo de
lancamento é possivel observar o novo local atingido pelo foguete, sendo possivel realizar
corregdes devido a possivel mudanca de massa de projétil, mudanga de densidade do cabo
guia e alteragfio do valor da velocidade inicial (variando a pressdo de langamento).
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Figura 15 - Grafico que simula o percurso do foguete no local de langamento.
Fonte: Autores.

Ao final dos langamentos e registro dos mesmos no histograma descrito anteriormente,
ilustrados com os disparos na Figura 16, foi possivel avaliar a precisdo e a exatiddo dos
lancamentos. A pressio utilizada em cada langcamento, como previamente descrito, foi fixada
em 80 Psi e os angulos variaram entre 73 - 75° (medidos com auxilio do aplicativo Smart
Protractor, disponivel para Android).
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Figura 16 - Representacdo dos resultados dos 14 langamentos executados.
Fonte: Autores.

Diante dos resultados € possivel observar que dos 14 langamentos realizados, dois (14,28%)
atingiram a Zona 1, cinco (35,71%) atingiram a Zona 2, trés (21,43%) atingiram a Zona 3 e
quatro (28,57%) ndo atingiram o alvo. Logo, 71,43% dos lancamentos atingiram o alvo,
contra 28,57% que no o atingiram.

Os trabalhos analisando o comportamento de foguetes de garrafa PET buscam desenvolver e
validar uma modelagem matematica capaz de prever a altura maxima do projétil apos o
lancamento vertical levando em consideragGes variaveis relacionadas ao fluido, a taxa de
variagdo de massa do foguete e arrasto do ar [1, 2]. Nao foram encontrados, na bibliografia
pesquisada, trabalhos que tenham desenvolvido uma modelagem especifica para langamento
balistico.

Foi realizada uma tentativa de analise da altura de langamento vertical do foguete com
metodologia similar ao trabalho de Oliveira e Brito [2], utilizando um dispositivo medidor de
angulo similar ao descrito na site da NASA [6]. O objetivo realizar uma comparagdo com 0s
dados estimados com a modelagem em um disparo a 90° (langamento vertical), porém os
resultados obtidos com o astrolabio nio foram confiaveis, sendo entfo descartados e buscando
a constatagfio da eficacia do modelo matematico no langamento balistico proposto.

4, CONCLUSAO

Os resultados obtidos no presente trabalho permitem inferir que a modelagem descrita
apresenta uma boa capacidade de predizer a trajetoria do foguete evidenciado pela preciséo
razoavel dos 14 langamentos realizados com um foguete de garrafa PET pressurizada a 80 Psi,
levando em consideragdo as limita¢des da analise bidimensional e a exclusio das variagGes de
velocidade do vento durante os langamentos. Além disto, é importante salientar que néo foi
possivel verificar a altura maxima que o foguete atingiu, desta forma nfio ha como garantir
que o foguete percorreu exatamente a trajetoria prevista pela modelagem, apesar do desfecho
favoravel.

300



V WORKSHOP DE PESQUISA TECNOLOGIA E INOVAGAO (PTI)
I SIMPOSIO INTERNACIONAL DE INOVAGAO E TECNOLOGIA (SIINTEC)

10 e 11 de setembro de 2015 / Salvador, Bahia, Brasil
REFERENCIAS

'SOUZA, J.A.. Um Foguete de Garrafas PET. Fisica na Escola, v. 8, n. 2, 2007.

2OLIVEIRA, M. A. S.; BRITO, P. E.. Os Aspectos Fisicos e Matematicos do Lancamento do
Foguete de Garrafa PET. Universidade Catolica de Brasilia. Brasilia, 2008.

SHALLIDAY, D.; RESNICK, R. WALKER, J. Fundamentos de Fisica. 32 Ed. Vol.3, Rio de
Janeiro. Livros Técnicos e Cientificos, 2002.

* XAVIER, A.P. Uso do Foguete de Agua no Ensino de Hidrodinamica em Fisica Geral.
Pontificia Universidade Catolica de Minas Gerais, 2012.

STIPLER, P. A.; MOSCA, G. Fisica para Cientistas ¢ Engenheiros: Mecanica, Oscilagdes e
Ondas, Termodindmica. 6. Ed. Vol.1, Rio de Janeiro. LTC, 2008.

® NASA. Rocket Thrust Equation. Disponivel em: < http://www.grc.nasa.gov/www/k-
12/airplane/rockth html>, Acesso: 18/11/2014.

301



