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Resumo

Os processos que governam o transporte e a difusao de poluentes atmosféricos sao nu-
merosos e, de uma complexidade tal, que nao é possivel descrevé-los sem a utilizagao de
modelos matematicos, que resultam ser um instrumento técnico indispensavel para a ges-
tao ambiental. O maior problema esté ligado & compreensao da descrigao com um grande
detalhamento espaco-temporal de um fenémeno complexo como ¢é o caso da turbuléncia
atmosférica. Assim, a modelagem matematica surge como uma dire¢ao cientifica que usa
amplamente a matematica e a computagao cientifica orientada ao aproveitamento de mé-
todos matemaéticos avancados, os quais podem ser utilizados na solucao de problemas de
engenharia e multifisica. Neste contexto, em ambientes atmosféricos, as equagoes diferen-
ciais tradicionais (derivadas de ordem inteira) ndo descrevem adequadamente o problema
da difusao turbulenta, pois as derivadas usuais nao estao bem definidas no comporta-
mento nao diferenciavel introduzido pela turbuléncia, onde o calculo fracionario tem se
tornado uma ferramenta muito util para estudar a dispersao anomala e outros processos
de transporte. Desta forma, considerando-se esta nova tendéncia da utilizagao do calculo
fracionario em varias areas do conhecimento, este trabalho busca apresentar novas solucoes
analiticas da equacao de difusao-advecgao bidimensional e tridimensional, de ordem fraci-
onéaria, no sentido de Caputo e também com derivada conformével, aplicadas a dispersao
de poluentes atmosféricos. No problema bidimensional, a solucao é obtida aplicando-se
o Método da Decomposigao por Laplace (LDM), considerando-se a turbuléncia vertical
dependente da distancia longitudinal da fonte com expoente fracionario da mesma ordem
da derivada fracionaria. Para o problema tridimensional, a solucao é obtida aplicando-
se a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT), resolvendo-se o problema
transformado pelo método LDM, considerando-se a difusao turbulenta lateral e vertical
dependentes da distancia longitudinal da fonte, resultando com esta combina¢ao uma
nova metodologia. Para ambos os problemas, por simplicidade, o parametro fracionério é
levado em conta somente no termo advectivo. As solugoes fracionérias sao mais gerais que
as solugoes tradicionais, no sentido de que a consideragao da ordem inteira no parametro
fracionario produz a solucao tradicional. No aspecto matemaético, cabe salientar que as so-
lugoes sao simples, faceis de implementar computacionalmente e convergem rapidamente.
Fisicamente, as solugoes consideram o efeito de memoria no coeficiente de difusao e na
derivada fracionaria. Para avaliagao da performance dos modelos foram realizadas simu-
lacoes numéricas das solucoes fracionarias propostas com as solugoes tradicionais usando
dados experimentais de concentracao medidos ao nivel do solo. Os melhores resultados

foram obtidos com os modelos que consideram derivadas de ordem fracionéaria.

Palavras-chave: Método de decomposicao por Laplace. Equacao de difusao-adveccao.

Camada limite planetaria. Dispersao de poluentes. Modelagem matematica.



Abstract

The processes governing the transport and diffusion of air pollutants are numerous and
so complex that they cannot be described without the use of mathematical models, which
result in a crucial technical tool for environmental management. The biggest problem is
linked to the understanding of the description with a great deal of space-time detail of
a complex phenomenon, such as atmospheric turbulence. Thus, mathematical modeling
emerges as a scientific direction that makes extensive use of mathematics and scientific
computation oriented to the use of advanced mathematical methods, which can be used
to solve engineering and multiphysical problems. In this context, in atmospheric environ-
ments, the traditional differential equations (whole order derivatives) do not adequately
describe the problem of turbulent diffusion, because the usual derivatives are not well
defined in the non-differentiated behavior introduced by turbulence, where fractional cal-
culus has become a very useful tool to study anomalous dispersion and other transport
processes. Therefore, considering this new trend in the use of fractional calculation in
several areas of knowledge, this work seeks to present new analytical solutions of the
two-dimensional and three-dimensional diffusion-advection equation, of fractional order,
in the direction of Caputo and with conformable derivative, applied to the dispersion
of atmospheric pollutants. In the two-dimensional problem, the solution is obtained by
applying the Laplace Decomposition Method (LDM), considering the vertical turbulence
dependent on the longitudinal distance of the source with a fractional exponent of the
same order as the fractional derivative. For the three-dimensional problem, the solution
is obtained by applying the Generalized Integral Transform Technique (GITT), solving
the transformed problem by the LDM method, considering the lateral and vertical tur-
bulent diffusion dependent on the longitudinal distance of the source, resulting with this
combination a new methodology. For both problems, for simplicity, the fractional para-
meter is taken into account only in the advective term. Fractional solutions are more
general than traditional solutions, in the sense that considering the whole order in the
fractional parameter produces the traditional solution. From a mathematical point of
view, it should be noted that the solutions are simple, easy to implement computationally
and converge quickly. Physically, the solutions consider the memory effect on the diffu-
sion coefficient and the fractional derivative. To evaluate the performance of the models,
numerical simulations of the proposed fractional solutions were performed using experi-
mental concentration data measured at ground level. The best results were obtained with

the models that consider derivatives of fractional order.

Keywords: Laplace decomposition method. Advection-diffusion equation. Planetary

boundary layer. Pollutant dispersion. Mathematical modeling.
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Introducao

A gestao e a protecao da qualidade do ar pressupoem o conhecimento do es-
tado do ambiente. Tal conhecimento envolve um aspecto propriamente cognitivo e um
interpretativo. A rede de monitoramento, juntamente com o inventario das fontes de
emissao, ¢ de fundamental importancia para a construcao do quadro cognitivo, mas nao
do interpretativo. Na realidade, o controle da qualidade do ar requer um instrumento
interpretativo capaz de extrapolar no espago e no tempo os valores medidos nas posicoes
dos analisadores. No entanto, a melhoria da atmosfera pode ser obtida somente com pla-
nos que reduzam as emissoes e, entao, com instrumentos (como um modelo mateméatico
de dispersao na atmosfera) capazes de ligar a causa (a fonte) de poluigdo com o efeito (a
concentragao do poluente). Portanto, somente com modelos mateméticos é possivel fazer
previsoes ou simular campos de concentracao em conexao com politicas de limitagao da
liberacao de poluentes em concordancia com planos de melhoria da qualidade de vida da
populagao, conforme citam Moreira & Tirabassi (2004).

A modelagem matemaética sempre atraiu a atencao de pesquisadores em todo o
mundo em varios campos da ciéncia, segundo Saba, Quinones-Bolanios & Lopez (2018),
Succurro & Ebenhoh (2018). Nesse contexto, a modelagem da polui¢ao do ar esté entre as
areas mais desafiadoras, pois a turbuléncia atmosférica desempenha um papel fundamen-
tal na dispersao de poluentes com o surgimento de difusao anémala. O comportamento
nao diferenciavel no crescimento da largura das plumas esté diretamente relacionado a
estrutura fractal do campo de velocidade turbulenta, onde a escala de tamanho das flu-
tuagoes geralmente é muito grande em comparacao a escala média, conforme preconizam
Mandelbrot & Mandelbrot (1982), Sreenivasan & Meneveau (1986). Portanto, a equagao
classica de difusao-advecgao nao explica completamente a difusao de poluentes, uma vez
que os parametros do sistema geralmente crescem mais rapidamente do que as solucoes
obtidas usando modelos classicos, Moreira & Vilhena (2009). No entanto, os modelos
Eulerianos tradicionais (que usam a equagao de difusdo-advecgao) sa@o os mais frequen-
temente utilizados para modelar a dispersao de poluentes na atmosfera, Moreira et al.
(2005a), Moreira et al. (2005b), Moreira et al. (2005¢), Guerrero et al. (2012).

Diferentemente da difusao comum, onde o deslocamento quadratico médio au-
menta linearmente com o tempo (02 o t), o deslocamento quadratico médio nao ¢ linear
na difusdo anémala (02 o< t*) (se @ > 1, o fenémeno ¢ chamado de super-difusdo e, se
a < 1, é chamdado de sub-difusao), Metzler et al. (2014). Devido a sua natureza uni-
versal, a difusao anémala desempenha um papel fundamental na analise de muitos tipos
de sistemas fisicos, Berryman (1977), Shlesinger, Klafter & West (1986), Shlesinger, West
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& Klafter (1987), Peng et al. (1993), Spohn (1993), Bychuk & O’Shaughnessy (1995),
Stephenson (1995), Yu & Leitner (2003). Historicamente, a difusdo anémala foi observada
pela primeira vez na natureza na dispersao de poluentes. Em 1926, Richardson mediu
os aumentos de largura das plumas de fumaga geradas por fontes pontuais localizadas
em um campo de velocidade turbulento, Richardson (1926). Com base nas observagoes,
Richardson especulou que a velocidade do ar turbulento, que possui uma estrutura nao di-
ferenciavel, pode ser descrita aproximadamente pela fungao Weierstrass, Piranian (1966).
Essa inferéncia foi motivada em parte pela observacao de que a largura da pluma de fu-
maga cresce com t* (a > 3), diferente da difusdo comum, onde ov = 1. Para lidar com
a difus@o anomala, é comum modificar os modelos Eulerianos assumindo que a estru-
tura fisica do escoamento turbulento e campos de velocidade sao descritas por complexos
coeficientes de difusao e perfis médios de velocidade que sao funcoes das coordenadas
espaciais, Wyngaard (1988). Essas fungoes s@o geralmente escolhidas para ajustar dados
experimentais ou sao obtidas da teoria da difusdo estatistica de Taylor, Taylor (1922).
Como um meio alternativo de levar em conta a dispersao andémala, um importante avanco
na modelagem matematica surgiu recentemente com o crescente interesse em derivadas
fracionérias, Podlubny (1998), conhecido como generalizagao do calculo integral e diferen-
cial, Debnath (2007). De fato, existe uma tendéncia natural de usar o célculo fracionério
nas mais diversas areas do conhecimento, incluindo métodos numéricos para resolver a
equagao de Navier-Stokes, Xu, Jiang & Yu (2017).

Um importante avanco na modelagem matematica surgiu recentemente com o
novo interesse em derivadas fracionarias. O toépico foi mencionado pela primeira vez na
conhecida troca de correspondéncia entre Leibniz e L’Hopital, em 1695, sobre derivadas de
ordem nao inteira, Oldham & Spanier (1974). Apesar de varias contribuigoes subsequen-
tes para o desenvolvimento do conceito, foi apenas na década de 1970, ou seja, quase trés
séculos depois, que o assunto foi debatido na primeira conferéncia internacional sobre cal-
culo fracionério e suas aplicagoes nas ciéncias, Ross (1974). Vérios trabalhos discutiram
os aspectos matematicos e fisicos desse importante tema, conhecido como a generalizacao
do célculo integral e diferencial, Debnath & Bhatta (2007). Apesar dos grandes avangos
realizados em solugoes numéricas de equagoes, ainda ha um grande interesse em solucoes
analiticas de equagoes diferenciais, incluindo o uso de calculo fracionario, especialmente
equacgoes diferenciais fracionarias, para descrever muitos fené6menos naturais, cénsono
Zaslavsky (1994), Meerschaert & Tadjeran (2004), Gorenflo & Mainardi (2009), Schumer,
Meerschaert & Baeumer (2009). No entanto, derivadas fracionérias foram usadas apenas
recentemente em aplicagoes praticas, Debnath (2003), Moreira & Moret (2018), Moreira
& Santos (2019). O calculo fracionario tornou-se uma ferramenta muito util para o estudo
da dispersao anomala e outros processos de transporte, sendo dada maior atencao inicial-
mente as aplicagoes em ambientes hidrologicos e porosos, Benson, Meerschaert & Revielle
(2013), Deseri & Zingales (2015). Em ambientes atmosféricos, as equagoes diferenciais

tradicionais nao descrevem adequadamente o problema da difusao turbulenta porque as
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derivadas usuais nao sao bem definidas no comportamento nao diferenciavel introduzido
pela turbuléncia. As equagoes classicas nao explicam completamente a dispersao anémala
dos poluentes, porque os parametros do sistema geralmente crescem mais rapidamente do
que as solugoes obtidas pelos modelos classicos, dando origem ao efeito memoria, que
geralmente é considerado apenas em relagao ao coeficiente de difusao dependente da dis-

tancia da fonte.

Em problemas atmosféricos, o transporte de um poluente sob os efeitos combina-
dos de adveccgao e difusao é descrito pela equagao de difusao-advecgao. Muitos processos
fisicos podem ser modelados com essa equacgao usando a conhecida teoria de Fick, Athayde
(2019). Um exemplo ¢é a poluigdo atmosférica decorrente de causas naturais ou antropo-
génicas, que foi sistematicamente modelada com equacgoes diferenciais de ordem inteira
tradicionais usando solugoes analiticas, Moreira et al. (2005a), Moreira et al. (2005b), Mo-
reira et al. (2005¢), Moreira & Vilhena (2009), Moreira et al. (2014), Sharan & Modani
(2006), Essa, Etman & Embaby (2007), Guerrero et al. (2012), Pimentel et al. (2014).
No entanto, recentemente foram propostas solugoes analiticas para a equacgao de difusao-
advec¢ao bidimensional fracionaria, Goulart et al. (2017), Moreira & Moret (2018), Acioli,
Xavier & Moreira (2019), Moreira & Santos (2019). Tendo em vista que os erros nos mo-
delos matemaéticos podem surgir da modelagem de fendmenos fisicos e de erros numéricos,
as solucoes analiticas permitem eliminar erros numéricos nas solucoes de equacgoes, exceto
os erros de arredondamento. Portanto, torna-se possivel realizar anélises mais realistas
dos erros que surgem da modelagem mateméatica dos fenémenos fisicos. Os modelos ma-
tematicos propostos neste trabalho nao resolvem a equacao de difusao-advec¢ao como é
tradicionalmente expressa, mas modifica a estrutura matematica dessa equacao para re-
presentar mais realisticamente a evolucao espacial da concentragao de poluentes dispersos
na atmosfera. Portanto, sao introduzidos operadores fracionarios na equagao que governa

a dispersao de poluentes na camada limite planetaria (CLP).

Basicamente, neste trabalho apresentam-se solucoes analiticas para a equagao de
difusao-advecc¢ao, bidimensional e tridimensional fracionaria, para simular a dispersao de
poluentes na atmosfera. A novidade mais importante reside na combinacao do método
da decomposigao por Laplace (LDM), Adomian (1994), Jafari & Daftardar-Gejji (2006)
e da técnica de transformada integral generalizada (GITT), Cotta (1993), Costa et al.
(2006), juntamente com a consideracao do efeito de memoria no coeficiente de difusao e
na derivada fracionaria. Ao se combinar os métodos LDM e GITT, obtém-se uma nova

técnica para aobtencao de solucoes analiticas para problemas lineares e nao lineares.
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1.1 Definicao do problema

A busca de solugoes analiticas para os problemas de dispersao é um dos principais
objetivos das pesquisas na area de modelagem matemética da dispersao de poluentes na
atmosfera. No entanto, as solugoes analiticas encontradas na literatura sao basicamente
para problemas lineares e equagoes diferenciais de ordem inteira. A metodologia empre-
gada nesta pesquisa pode ser utilizada para resolver equagoes diferenciais nao lineares e

de ordem fracionéria, sendo, portanto, um método mais geral.

1.2 Objetivos

1.2.1 (eral

Obter novas solugoes analiticas da equagao de difusao-adveccao fracionaria, bidi-
mensional e tridimensional, com coeficientes de difusao dependentes da distancia longitu-
dinal da fonte, utilizando-se os métodos LDM, GITT e a derivada conforméavel.

1.2.2  Objetivos especificos

a) Propor novos modelos matematicos através da modificacdo da equagao de

difusao-adveccao usual com a introducao de derivadas fracionérias;

b) Obter solugbes da equagao de difusdo-advecgdo fracionéria, bidimensional e

tridimensional, estacionaria, usando a derivada fracionaria de acordo com Caputo;

c) Obter solugbes da equacao de difusdo-advecgao fracionéria, bidimensional e

tridimensional, estacionaria, usando o conceito de derivada conformavel;

d) Comparar os resultados das solugdes dos modelos propostos em problemas

atmosféricos com dados experimentais na literatura.

1.3 Hipétese

As equacoes diferenciais fracionarias representam melhor o processo de dispersao

turbulenta em problemas atmosféricos.
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1.4 Aspectos Metodolégicos

A equacao de difusdo-adveccao de ordem inteira é amplamente utilizada para
modelar a dispersao de poluentes atmosféricos, mas a de ordem nao-inteira é considerada
a generalizacao da equacgao tradicional. Para obter-se a solugao analitica de uma equagao

diferencial fracionaria, em principio, existem duas alternativas béasicas:

a) usar uma defini¢do de derivada fracionaria, onde se pode destacar as mais popu-
lares que sao Riemann-Liouville (R-L) e Caputo, cada qual com suas vantagens
e desvantagens, Garrappa, Kaslik & Popolizio (2019), e aplicar uma transfor-
mada integral (Laplace ou Fourier, por exemplo), ou

b) usar a definigao de derivada conformavel, Khalil et al. (2014), a qual transforma
a derivada fracionaria em uma derivada de ordem inteira, e aplicar uma trans-
formada integral usual. Neste trabalho optou-se por solu¢oes em séries, as quais

permitem a obtencao de soluc¢oes de equagoes com coeficientes varidveis.

Convém mencionar que no ambito da elaboracao deste trabalho optou-se por
solucoes em séries, as quais permitem a obtencao de solu¢oes de equagoes com coeficientes

varidveis.

De inicio aplicou-se o método LDM. Esse método é um algoritmo numérico, base-
ado na técnica de transformacao por Laplace, para resolver equagoes diferenciais ordina-
rias e parciais nao lineares. O método é muito adequado para problemas fisicos porque nao
requer linearizacao desnecesséria, perturbacao ou outros métodos restritivos ou suposicoes

que possam alterar o problema que esta sendo resolvido, as vezes consideravelmente.

Em seguida aplicou-se a GITT, que na verdade é um método hibrido bem co-
nhecido que tem sido empregado para resolver uma ampla gama de problemas diretos
e inversos, nas areas de transferéncia de calor e mecanica de fluidos, conforme citam
Cotta (1993), Cotta & Mikhailov (1997), Cotta, Ungs & Mikhailov (2003), Cheroto et
al. (1999). As principais etapas deste método sao a construgao do problema auxiliar de
Sturm-Liouville associado ao problema original; a determinacao da técnica de transforma-
¢ao integral em série; bem como, a substitui¢ao dessa expansao no problema original. Este
procedimento leva a um conjunto de equagoes diferenciais ordinérias que sao resolvidas

classicamente por métodos numeéricos.

1.5 Organizacao da Tese

Este documento apresenta cinco capitulos e esta estruturada da seguinte forma:
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Capitulo 1 - Introducao: Fornece a motivagao e os objetivos do trabalho;

Capitulo 2 - Estado da arte: Apresenta uma revisao bibliografica do trabalho realizado
na area do tema abordado;

Capitulo 3 - Metodologia: Apresenta os conceitos de derivadas fracionérias, os métodos
GITT e MDL e as solugoes 2D e 3D da equagao de difusao-advecgao;

Capitulo 4 - Resultados Numéricos: Evidencia os resultados das simulag¢oes das solugoes
2D e 3D, apresentando os resultados preliminares das simulagoes considerando as solucoes

com a derivada de Caputo e Conformével;

Capitulo 5 - Consideragoes finais tecendo os resultados obtidos comparando-os com a

proposta inicial apresentada.
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Estado da Arte

A equacao de difusao-advecgao tem sido amplamente utilizada em modelos para
determinacao do campo de concentragao de contaminantes na CLP. A primeira solugao
desta equacao foi desenvolvida por Fick, no século XIX, usando o método Gaussiano. Na
solucao, o coeficiente de difusao e a velocidade do vento eram constantes com a altura, e
as condigoes de contorno consideradas foram de fluxo nulo de poluentes no limite inferior
e superior da CLP. Tais condi¢oes de contorno sao usualmente utilizadas nas solugoes
analiticas da equacao de difusao-adveccao.

No entanto, muitos avancos e alternativas de solugoes tém surgido desde entao.
Inicialmente, com o objetivo de resolver esta equagao, é possivel classificar os métodos
nas seguintes categorias: numérico, semi-analitico e analitico. Existe uma vasta litera-
tura sobre as aproximacoes numéricas. Para ilustracao podem ser citados os trabalhos
de Brebbia & Brebbia (1981), Chock, Sun & Winkler (1996), Sharan, Kansa & Gupta
(1997), Zienkiewicz & Taylor (2000), Huebner et al. (2001), Rizza et al. (2003), entre ou-
tros. Considerando-se os métodos semi-analiticos podem ser mencionados os trabalhos de
Parlange (1971), Dyke (1975), Henry, Wang & Gebhart (1991), Degrazia, Moreira & Vi-
lhena (2001), Grisogono & Oerlemans (2001), Mangia et al. (2002), Moreira et al. (2005a),
Moreira et al. (2005¢), Moreira et al. (2005d), etc. Existe na literatura varias solugdes
analiticas, onde podem ser citados principalmente os seguintes trabalhos: Smith (1957),
Scriven & Fisher (1975), Yeh & Huang (1975), Beryland (1975), Demuth (1978), Ulden
(1978), Huang (1979), Nieuwstadt (1980), Tirabassi, Tagliazucca & Zannetti (1986), Ti-
rabassi (1989), Ulden (1992), Chrysikopoulos, Hildemann & Roberts (1992), Singh, Yadav
et al. (1996), Lin & Hildemann (1996), Huang (1999), Tirabassi (2003), Sharan & Gopa-
lakrishnan (2003) entre outros. Porém, todas estas solugoes analiticas sdo obtidas para
derivadas de ordem inteira fazendo-se fortes restrigcoes sobre a velocidade do vento e os

coeficientes de difusao que, de certa forma, sao considerados constantes.

Logicamente, para situagoes mais complexas deve-se usar um método numérico,
o qual resolve numericamente, por exemplo, por diferencas finitas ou volumes finitos, a
equacao de difusao-adveccao. No entanto, ressalta-se aqui que a importancia das solucoes
analiticas vem do fato de que este tipo de solu¢ao permite entender melhor o fenémeno
fisico, uma vez que a solugao é escrita em uma forma fechada, mostrando explicitamente a
dependéncia de todos os parametros fisicos. Desta forma, é possivel investigar a influéncia
destes parametros sobre a solugao e também fazer uma analise da sensibilidade da solucao,

inclusive testar um modelo numérico.
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Evidencia-se que nas ultimas duas décadas foram obtidas solu¢oes aplicando-se
a técnica semi-analitica ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method), a qual tem
sido utilizada para uma grande variedade de problemas Vilhena et al. (1998), Degrazia,
Moreira & Vilhena (2001), Mangia et al. (2002), Moreira et al. (2005a), Moreira et al.
(2005b), Moreira et al. (2005¢), Moreira et al. (2005d), Moreira, Tirabassi & Carvalho
(2005¢), Moreira et al. (2006a), Moreira & Vilhena (2009), Moreira et al. (2014). Neste
método, o dominio (CLP) é dividido em varias subcamadas e em cada uma delas sdo
tomados valores médios para os coeficientes de difusao e velocidade do vento. Assim, o
problema de coeficiente variavel é substituido por um conjunto de problemas com coefi-
cientes constantes (médios), acoplados por condigoes de continuidade de concentragao e
fluxo de poluentes nas interfaces. A solucao em cada subcamada é obtida pelo uso da
transformada de Laplace com inversdo numérica. E importante salientar que esta me-
todologia permitiu a solucao tridimensional da equacao de difusao-advecgao, mas com a
combinagao do método ADMM mais a técnica GITT Costa et al. (2006).

Mais recentemente, outra solucao foi obtida com sucesso utilizando-se o método
GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique). Este método é totalmente
analitico, resolvendo a equacao com coeficientes dependentes da varidvel vertical e compre-
ende os seguintes passos: solu¢ao de um problema associado de Sturm-Liouville, expansao
da concentracao de poluentes em uma série em termos das autofungoes, substituicao desta
expansao na equagao de difusdo-adveccao e, finalmente, tomar os momentos (integragao).
Esse procedimento leva a um conjunto de equagoes diferenciais ordinarias chamadas de
problema transformado. Esse problema é resolvido pela técnica da transformada de La-
place e diagonalizacdo, conforme citam Wortmann et al. (2005), Moreira et al. (2005d),
Moreira et al. (2006b), Moreira & Vilhena (2009), Buske et al. (2007a), Buske et al.
(2007b), Tirabassi et al. (2008). Nesta mesma linha de pesquisa, mas usando outras téc-
nicas, podem ser citados os trabalhos de Sharan & Modani (2006), Guerrero et al. (2012)
e Pimentel et al. (2014). Salienta-se ainda que, apesar do avango, todas estas solugoes

analiticas sao obtidas para derivadas de ordem inteira.

O primeiro trabalho a levar em consideragao a ideia de derivada fracionaria na
equacao de difusao-adveccao, em problemas de dispersao de poluentes atmosféricos, foi o
de Goulart et al. (2017). No entanto, apesar da ideia inovadora, o trabalho apresentou
uma solucao da equacao considerando coeficientes constantes pelo método de separagao de
variaveis. Mais recentemente, surgiram os trabalhos de Moreira & Moret (2018), Acioli,
Xavier & Moreira (2019), Moreira & Santos (2019), e Palmeira, Xavier & Moreira (2019).
O trabalho deMoreira & Moret (2018) prop6s um método que usa a GILTT modificada
para resolver o problema transformado com uma derivada fracionaria no termo advectivo.
O trabalho de Acioli, Xavier & Moreira (2019) mostrou uma solugao usando o método
LDM e método de perturbagao por homotopia Adomian (1994), He (1999), Ghorbani
(2008), contudo, sendo usado somente para coeficientes constantes quando considerada
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a derivada fracionaria. O trabalho de Palmeira, Xavier & Moreira (2019) mostra uma
nova equacao de difusdo-advecgao fracionaria que governa a formacao de um poluente
secundério (dioxido de enxofre em sulfato) e considera os processos de remogao do poluente
da atmosfera. A equacao é resolvida usando uma a técnica da transformada de Laplace,

considerando uma CLP verticalmente nao homogénea pelo método ADMM Moreira &

Vilhena (2009).

Mais recentemente, Palmeira, Xavier & Moreira (2019) apresentou uma solugao
analitica da equagao bidimensional fracionaria com um modelo evolutivo bi-fluxo, que
representa uma modificacao da lei de Fick, também usando o método LDM, mas para
coeficientes constantes. E importante mencionar que todos esses trabalhos tém em comum
a derivada fracionéria apenas no termo advectivo da equacao bidimensional, considerando

a derivada de Caputo.

Portanto, a presente tese permitira estudar o processo de dispersao de poluen-
tes na atmosfera utilizando-se uma nova abordagem na solugao da equagao de difusao-
advecgao, o que representard um avango significativo, uma vez que estaré resolvendo o
problema tridimensional de dispersao de poluentes de uma forma mais abrangente e rea-
listica. Cabe ressaltar que este novo método podera ser utilizado na solugao de problemas
que envolvam equacoes diferenciais lineares e nao lineares em varios campos da ciéncia,

em particular, com aplicacao direta nas ciéncias ambientais.
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Metodologia

3.1 Preliminares

De acordo com capitulos anteriores, os modelos de ordem fracionaria sao uma
generalizacao da classica modelagem de ordem inteira. Porém, esses modelos necessitam
também de técnicas mais gerais, a fim de fornecerem solugoes analiticas em forma fechada
e/ou estudos qualitativos das solugoes. Geralmente, essas técnicas nao sao suficientes para
muitos casos praticos relevantes. Portanto, existe uma demanda substancial por técnicas
eficientes para lidar com derivadas fracionarias e integrais e equagoes envolvendo esses
operadores. Desta forma, o objetivo nesta parte preliminar é mostrar as equagoes basicas
para o desenvolvimento do trabalho, sem entrar em aspectos particulares de algumas
defini¢oes, muitas das quais ainda estao em andamento na literatura atual. Por exemplo,
a derivada de Caputo é usada como defini¢ao de derivada fracionaria pelo fato de levar em
conta as condigoes iniciais do problema fisico, algo que a derivada de Rieman-Liouville nao
leva em conta Garrappa, Kaslik & Popolizio (2019). De modo geral muitas das defini¢oes
nao obedecem as regras do calculo diferencial e integral, ja& bem estabelecidas no célculo
de ordem inteira, a saber, por exemplo, derivada de uma constante deve ser zero e deve
obedecer a regra da cadeia. Salienta-se de que esta discussao, ainda esta sendo debatida
pela comunidade cientifica. Desta forma, o fato de se levar em conta somente no termo
advectivo a derivada fracionéria na equacao de difusao-adveccao é, de fato, uma escolha
para evitar estes problemas em aberto. Neste sentido, surgiram as derivadas conformaveis
Khalil et al. (2014), onde alguns destes problemas sao de alguma forma eliminados e a
equacao fracionaria pode ser resolvida como se fosse de ordem inteira, ou seja, da forma

tradicional.

3.1.1 Notacao usual

O nome calculo fracionario é o nome para a teoria de integrais e derivadas de
ordem arbitraria, a qual unifica e generaliza as nogoes de diferenciacao e integracao de
ordem inteira. Assim, é possivel considerar a sequéncia infinita de integrais e derivadas

escrita como,

t to t d d2
[ an [ rman, [ fydn. g, D0 0
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A derivada de ordem arbitraria « (real) pode ser considerada como uma interpo-

lacao desta sequéncia de operadores, sendo a notagao usual dada por:

D' f (1) (3.1)

O nome curto dado para derivadas de ordem arbitraria é "derivada fraciondria”.
Os subscritos a e a sao os dois limites relacionados a operacao de diferenciacao fracionaria.
A equacao diferencial fracionaria é uma equacao que contém derivada fracionaria; uma
equacao integral fracionaria é uma equacao integral que contém uma integral fracionéaria.
Um sistema de ordem fracionaria significa um sistema descrito por uma equagao diferencial

fracionaria ou uma equagao integral fracionaria ou por um sistema de tais equacgoes.

3.1.2 Derivada Fracionaria: definicao de Caputo

A derivada fracionaria de Caputo foi proposta pelo italiano Michele Caputo, em
1969. Apresenta sua origem na defini¢ao da derivada fracionédria de Riemann-Liouville
em que, a derivada de ordem arbitraria equivale a derivada de ordem inteira de uma
integral de ordem arbitraria, enquanto na formulagao de Caputo a derivada de ordem
arbitraria ¢ a integral de ordem arbitraria de uma derivada de ordem inteira, ou seja, héa
uma inversao na ordem dos operadores Gorenflo & Mainardi (2009), Machado, Mainardi
& Kiryakova (2015), Teodoro, Machado & Oliveira (2019). Para muitos autores, é mais
conveniente adotar a formulagao de Caputo, pois diferente da formulacao de Riemann-
Liouville, a derivada de uma constante é nula e pode ser interpretada como uma taxa de
variagao, e o outro motivo é que a derivada de Caputo depende de condig¢oes iniciais dadas
nas derivadas usuais da fun¢éo (que s@o fisicamente interpretadas), enquanto que na de
Riemann-Liouville depende de condicoes na integral fracionaria que nao tem interpretagao
fisica trivial. Portanto, neste trabalho utilizou-se a definicao de Caputo, sendo a mesma,
dada por:

1 t 10 g p—1<a<n
Cpef(t) =4 T Jo ot (3.2)
Lf(t),a=n

onde f representa a derivada de ordem inteira n em relacio a variavel t, e C represnta
a derivada de Caputo.

11
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3.1.3 A Transformada de Laplace via Caputo

A transformada de Laplace de uma derivada fracionaria dada pela formula de

Caputo é representada por Podlubny (1998):

LLDrf)} = s"F(s) =Y s F W0, n-1<a<n (3.3)
onde s é a variavel transformada. Portanto, no caso deste trabalho,

L£{°D2f(2)} = s*F(s) — s f(0),<a <1 (3.4)

Neste ponto, é importante mencionar que o calculo fracionéario é uma ferramenta
recém-desenvolvida que tem sido usada para modelar sistemas complexos. Apesar do
intrincado contexto matematico, o calculo fracionério é uma generalizacao da diferenciagao
e integragao em ordens arbitrarias nao inteiras. Nesse contexto, a derivada fracionaria
representa uma nova ferramenta para modelar sistemas complexos. Desta forma, varias
ferramentas para resolver equacoes fracionéarias podem ser encontradas na literatura, nas
quais a conhecida transformada de Laplace é frequentemente aplicada. A transformacao
de Laplace da derivada fracionaria de Caputo é uma generalizacao da transformacao de
Laplace de derivada de ordem inteira. Essa ferramenta é muito importante porque permite
a utilizagao de valores iniciais de derivadas cléssicas de ordem inteira com interpretacoes
fisicas conhecidas Podlubny (1998).

3.1.4 A Funcao de Mittag-Leffler

A funcao de Mittag-Leffler (M-L) é a generalizagao da func¢ao exponencial, a qual

pode ser introduzida como uma fun¢ao de somente um parametro pela série:

Eo(t) =) m (3.5)

00
k=0

Se @ = 1, resulta a conhecida e tradicional fun¢ao exponencial,

12
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tk .
Ey(t) = ’; NCEEiak (3.6)

3.1.5 Derivada Fracionaria Conformével

A derivada conformével representa uma nova e facil definicao de derivada fracio-
naria Khalil et al. (2014), embora alguns autores nao a definam como derivada fracionaria
Ortigueira & Machado (2015), Tarasov (2018). Esta nova definigdo mostra ser uma exten-
sao natural da derivada usual, e satisfaz praticamente todas as propriedades do calculo,
onde todas as outras defini¢goes de derivadas fracionarias falham, pois nao satisfazem a

derivada do produto e do quociente de duas fungoes e regra da cadeia, por exemplo.

Se f é diferencial, entao,

onde T, representa a derivada fracionéria conformavel.

3.2 Meétodo de Decomposicao por Laplace

O método LDM (muitas vezes chamado de Adomian Decomposition Method,
quando usa os polinomios de Adomian) Adomian (1994), pode reduzir a quantidade de
trabalho computacional necessario para resolver uma equacao diferencial e melhorar a
precisao dos resultados. O método LDM permite a solucao de equacgoes diferenciais parci-
ais (EDPs) nao-lineares e lineares com coeficientes variaveis. Para simplificar, a seguinte
equacao é tomada como exemplo; é uma equacao diferencial parcial de ordem inteira

(segunda ordem), nao linear e ndo homogénea:

Lu(x,t) + Ru(z,t) + Nu(x,t) = h(z,t) (3.8)

2, . , ~ . ,
onde L = % é um operador linear, N é um operador nao linear, h(z,t) é o termo fonte,

e as condigoes iniciais sao as seguintes:

13
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ou(z,0)

) = g() (3.82)

u(z,0) = f(z),

No método LDM, o primeiro passo é a aplica¢do, em ambos os lados da (Equacao
(3.8)), da transformada de Laplace £ na variavel ¢(t — s):

£Lu(x,t)]+ £ [Ru(z,t)] + £ [Nu(z,t)] = £ [h(z,1)] (3.9)

resultando em,

Llu(e,t)] = 18 90 L - S%f (Ru(z, 1)) — 81205 (Nu(z,t)]  (3.10)

s 52 52

O segundo passo envolve a representagao da solugao através de uma série infinita:

u(z,t) = Zun(x,t) (3.11)

onde o operador nao linear pode ser escrito como:

Nu(z,t) = iAn (3.12)

onde A,, s@o os polinémios de Adomian que podem ser calculados pela seguinte expressao:

1 dr Ay
A=~ [N (;)\uZ)]/\_O,n:O,l,Q,... (3.13)

Usando as (Equagoes (3.11)) e (3.12) na (Equacao (3.10)), a seguinte (Equagao
(3.14)) é obtida:

14
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£[§:un(x,t)] :M+@+i£[h( ——£ RZunxt] —Slgf iAn

s s? 52 —
(3.14)
comparando ambos os lados da (Equagao (3.14)),
1
£lug ()] = L&) 4 9 (;”) + = £[h(x,1)] = K (z,5) (3.14a)
s s s
1 1
L uy (z,t)] = —?45 [Rug (z,t)] — ?65 [Ao] (3.14Db)
1 1
£ us (z,t)] = —§£ [Ruy (x,t)] — §£ [A4] (3.14c)
Em geral, a relagao recursiva é dada por,
1 1
£ tuntr (z,t)] = —8—2£ [Ru,, (z,t)] — §£ [A,],n >0 (3.14d)

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace nas (Equagoes (3.14a)), (3.14b),
(3.14¢) e (3.14d), a relagao recursiva é dada por,

ug (z,t) = K (,1) (3.15)
e (1, 8) = — £ 512£ (R, (2,1)] + éf Al n>0 (3.16)

onde K(z,t) representa a expressao que surge do termo fonte e das condigoes

Iniciais.
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3.3 GITT

A GITT é um método hibrido bem conhecido que resolveu uma ampla classe de
problemas diretos e inversos, principalmente na area de Transferéncia de Calor e Mecénica
dos Fluidos Cotta (1993). Para aplicar a GITT é escolhido um problema de autovalor

associado, que possui condi¢oes de contorno semelhantes, chamado de Sturm-Liouville:

1"

U, (y) + Baly) = 0,0 <y < L, (3.17)

onde as condig¢oes de contorno sao as mesmas do problema original,

U, (y) =0,y =0, L, (3.18)

cuja solugao é dada por (autofungdes),

Un(y) = cos (Bny) (3.19)

onde f, = 7= (n =0,1,2,3,...) sdo as raizes positivas de sen (8,L,) = 0 (autovalores).
Apos aphcar os procedimentos tradicionais, surge o problema transformado. Assim, apos

a solucao do problema transformado ¢(x), tem-se a solugao final dada por:

Z Cn (%) (3.20)

3.4 Solucoes da Equacao de Difusao-Adveccao

Neste ponto, se tém os aspectos matemaéticos bésicos para seguir com as solucoes
propostas no trabalho: problema bidimensional e tridimensional resolvidos considerando-

se a derivada de Caputo e conforméavel.

A equacao de difusao-advecgao escrita na forma geral é dada por:

oc oc Oc oc d%c d%c d%c
— — — + K, K,—+K,— 21
8t+uax+vay+wa + a2+ yay2+ 28224—5 (3.21)
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onde c representa a concentragao do poluente; u, v e w sao as velocidades médias do vento
nas diregoes longitudinal, transversal e vertical, respectivamente. Da mesma forma, K,
K, e K, sao os coeficientes de difusao nas diregoes longitudinal, transversal e vertical,
respectivamente; S representa um termo fonte/sumidouro. Como, normalmente, todos os
parametros dependem das variaveis x, y, z e t, algumas hipoteses simplificativas devem

ser feitas para obtencao de uma solucao analitica.

Considera-se o eixo x do sistema de coordenadas Cartesiano alinhado na direcao
da velocidade longitudinal média do vento u, o eixo y alinhado com a dire¢ao transversal
da velocidade média do vento v, e o eixo z alinhado com a velocidade média do vento w

em relacao a direcao vertical, com as seguintes hipoteses:

i) estado estacionério, % = 0;
ii) as velocidades do vento v e w nas diregdes transversal e vertical, respectiva-

mente, sao nulas, v, w = 0;

iii) o termo advectivo na diregao x é muito maior que o termo difusivo na mesma
. ~ s 2
direcao, u% > K, 2¢.

(9%2 Y

iv) sem reagao quimica, S = 0 (equagao linear);

v) no caso em estudo, a velocidade do vento u na dire¢ao longitudina é constante
(normalmente sdo medidas experimentalmente em 10 m de altura) e os termos difusivos

sdo dependentes apenas da variavel espacial z, ou seja, K, = K,(z), K, = K,(x) ;

vi) derivada fracionaria somente no termo advectivo longitudinal, conforme Mo-

reira et al. (2005), Goulart et al. (2017), u2s — ud-<.

Com as hipoteses acima, resulta

¢ (x,y, 2)

+ K, () 5.2

0<a<l1 (3.22)

Assim, apesar de algumas hipoteses simplificativas no sentido de obter-se uma
solugao analitica, este trabalho propoe resolver a equagao de difusao-advecgao fracionaria
(bidimensional e tridimensional) utlizando-se os métodos GITT e LDM, representando
um avango importante em problemas de dispersao de poluentes atmosféricos.
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3.4.1 Solugao Bidimensional via Caputo

Inicialmente, é considerada a equacao bidimensional dada por:

Covc(x, 2)
TeE
Uy . (z)

0?%c(z, 2)
comz >0,0<z<h (héaaltura da CLP); ¢ é a concentracao integrada lateralmente,
C representa a derivada de Caputo, « representa a ordem fracionéaria do operador, u é a

velocidade média longitudinal e K, é o coeficiente de difusao vertical.
A parametrizagao aqui, por simplicidade, estd apenas no coeficiente de difusao

K.. Embora o coeficiente de difusao usado neste trabalho dependa apenas da distancia

da fonte, a metodologia pode ser usada para coeficientes variaveis na dire¢ao vertical (u
e K,).

Assim, o coeficiente de difusao vertical depende somente da distancia longitudinal

da fonte, e é representado por:

K. (z) = {(U—”fu} 2% = wi® (3.24)

onde « tem ordem similar a ordem da derivada fracionaria, Goulart et al. (2017) e o, ¢

o desvio padrao da velocidade vertical.

Para obtencao da solucao da (Equacao (3.23)) é possivel fazer uma mudanga de
variavel da seguinte forma, Crank (1979), Moreira et al. (2014):

X« :/ z® (dx)” (3.25)
0
Entao, a (Equagao (3.23)) pode ser reescrita como:

“oc(x, 2) 0?%c(z,2)
U T W5 (3.26)

Observa-se que a (Equagao (3.26)) recai em uma equacdo com coeficiente de

difusao e velocidade do vento constantes.
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Para a solucao da (Equagao (3.26)) ¢ necesséario determinar as condigoes de con-
torno. Entao, as usuais condigoes de fluxo nulo de poluentes na superficie (solo) e no topo
da CLP sao usadas:

Oc

—_— p— .2
W 0,2z=0 (3.26a)

Oc

onde h é a altura da CLP. Além disto, existe uma fonte com taxa de emissao, (), localizada

na altura da fonte, H,:

c(0,z2)==0(z—Hy),z=0 (3.26¢)

onde a funcdo delta de Dirac, ¢ (.), pode ser aproximada pela seguinte expressao:

1 (o]
d(z—H,) = 7 142 ; cos (Anz) cos (A, Hy) (3.27)
onde os autovalores sao dados por:
A, = %ﬁn ~1,2,3, ... (3.28)

Logo, a condicao de fonte pode ser reescrita como:

c(O,z):%

1+2 f: cos (A, 2) cos (/\an)] (3.29)

n=1

Seguindo-se o método, aplicando-se a transformada de Laplace na variavel X na

(Equagao (3.26)) com a defini¢ao de Caputo, obtém-se:

(3.30)

w578 (s, 2) — 5%71e (0, 2)] = £ {w%}
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rearranjando-se a equacao,

w 0c (X, z2)
¢ = £ ’ 3.31
(s, z2) P s { 9.2 } (3.31)
Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace na Eq. (3.31):
2e(X
¢(X,2) = co b £ [iaﬁ {%H (3:32)
us z

onde ¢y é dado por (Equagao (3.29)) (co = ¢(0,z)). Portanto, para se obter os outros

termos da solugao em séries,

| w 0?c(X, 2) B
Cpy1 = £ Lwa,f [ 5.7 ,n=0,1,2,3,... (3.33)
Logo, para se obter o termo ¢ :
2Qw  X° A
¢ = b uT et D) nE:1 s cos (Anz) cos (N, Hy) (3.34)

onde I' é a funcao Gama. Para obter-se o termo c:

2@ w2 X2 o
= A\ A M H )
ah BT a1 1) ; 1cos (Az) cos (A, Hy) (3.35)

C2

e assim, sucessivamente. Entao, agrupando-se os demais termos,

wA2 o Xe +w2)\i X2
u I'(a+1) u? T'(2a+1)

c(X,z)=—+ % iws (Anz) cos (A Hy) |1
i (3.36)

logo,
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c(X,z) —% —%i cos (Anz) cos (N, Hy) E, (—wfa/\i> (3.37)

retornando para a variavel x,

c(z,2) :% —22 cos (Anz) cos (AN Hy) E, (—wfo ff)(df) Ai) (3.38)

onde E, é a funcao de Mittag-Leffler, a qual é intrinseca a solugdo de problemas com

derivadas fracionarias. Observa-se que, se f(z) = z® Jumarie (2008),

« <&+1> 204
/5 (d&)* (2 +1) O<a<1

/ (d) =2*0<a<l1
0

Portanto, obtém-se a solucao final para o problema bidimensional dada por:

I'(a+1)

c(z,2)= T 20t 1) <0w>2 xQQAZ] (3.39)

Zcos (Anz) cos (A, H,) E, {

Observa-se prontamente que a (Equagao (3.39)) retorna a solug¢ao de ordem inteira

se a = 1, tal que,

c(z,2)= Q + % Z cos (Anz) cos (N, Hy) By [—% <U—w>2 x2)\i] (3.40)
n=1

uh U

onde,
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Finalmente, como esperado, a (Equacao (3.39)) é uma solugdo mais geral.

3.4.2 Solugao Tridimensional via Caputo

Para contextualizar o problema, é oportuno reescrever a (Equagao (3.22)). Logo,

d%c(x,y,2)

CHa 2
L@y 2) ) Oe(ay, 2) -
z

o (@) = K ()

O<ac<l (3.41)

com0<z<h 0<y<L,exz >0, onde L, representa um comprimento na direcao
y que satisfaca a condigao de contorno, ¢ é a concentracao de poluentes, C' indica a
derivada conforme Caputo, « representa a ordem do operador fracionério, u é a velocidade
média longitudinal do vento, e K, e K, sao os coeficientes de difusao lateral e vertical,

respectivamente.

Seguindo a proposta do trabalho, os coeficientes de difusao lateral e vertical
dependem somente da distancia longitudinal

K,(x)= (%)2 uz® = Px” (3.41a)
K.(z) = <%>QU$Q = wa® (3.41b)

onde « tem ordem similar a ordem da derivada fracionéria, Goulart et al. (2017), 5 e w
sdo constantes, o, e 0, (dados medidos experimentalmente), sdo os desvios padroes das
velocidades lateral e vertical, respectivamente.

Além de ser uma solucao tridimensional, aqui aparece outra novidade com rela-
¢ao a solugao bidimensional anterior, pois toda equacao diferencial fracionaria fica com
inconsisténcia dimensional. Desta forma, neste primeiro momento, para ser consistente

dimensionalmente, segue-se a sugestao dada no trabalho de Gomez-Aguilar et al. (2016),
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onde ¢ introduzido um parametro auxiliar ¢, Moreira & Santos (2019):

d . 1 da
de — ¢l dx”

(3.42)

sendo a relagao ((3.42)) verdadeira se o pardmetro ¢ tiver dimensao de comprimento.
Portanto, a representacao fracional da (Equagao (3.41)) com a inclusdo dos coeficientes
de difusao (Equagao (3.41a)) e (Equacgao (3.41b)), juntamente com o parametro ¢, é dada
por:

u C0%(z,y,2)

L 0% (z,y,2) L0 (z,y,2)
e p — W ——(———

Oy? 0722

= fx O0<a<l (3.43)

_u_
¢7J.—Q
da velocidade do vento. Em situagoes fisicas tipicas em que o nivel de fracionalidade

A fracao afeta o termo advectivo, aumentando ou diminuindo a intensidade
é baixo, ou seja, a ordem das derivadas fracionéarias o dos termos correspondentes das
equagoes dinamicas se desvia levemente de um valor inteiro n (no caso, 1), que é o caso
do proposto trabalho, o termo ¢'~® tem influéncia insignificante na velocidade do vento
u. Portanto, assume-se que ¢ = 1 m, tornando o lado esquerdo da (Equagao (3.43))
dimensionalmente correto e a metodologia proposta permite a solugao do problema sem
perda de generalidade.

A metodologia proposta pode ser usada para coeficientes variaveis. Entretanto,
para obter-se a solugao da (Equagao (3.43)) em uma forma geral, é possivel fazer uma
mudanca de variavel, Crank (1979), Moreira et al. (2014)

xe= [Ceaer (3.44)
0
Entao, a (Equacao (3.41)) pode ser reescrita como:

u Co%(x,y,z)

0?c(z,y, 2) N 0%c(z,y,2)
(bu—a oxr®

9y? YT 2

=8 (3.45)

Observa-se que a (Equagao (3.45)) recai no caso em que os coeficientes sdo cons-
tantes. Para a solugdo da (Equagao (3.45)) é necessario determinar as condigoes de

contorno e de fonte. Assim, sdo usadas as condi¢oes usuais de fluxo nulo de poluentes na
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superficie e no topo do dominio vertical:

w% =0,2=0,h (3.45a)

Além disto, tem-se a seguinte condigao na direcdo transversal (L, é uma distancia

longe da fonte):

dc
— =0,y=0,L 3.45b
ay 7y » Y ( )

e uma fonte com taxa de emissao, (), na altura da fonte, Hy :

¢(0.9.2) = 25 (-~ H)3 (v w) (3.46)

onde H, e yo indicam a posicao da fonte. Novamente, por conveniéncia, a funcao delta de
Dirac na direcao vertical pode ser aproximada pela seguinte expressao:

1 o0
d(z—Hg)=—|1+2 Z cos (Anz) cos (AnHy) (3.47)
h n=1
sendo os autovalores dados por,
Ay = %n ~1,2,3,... (3.48)

Entao, a condicao de fonte pode ser reescrita como:

c(0,y,2) = % 1+2 Z cos (Apz) cos (A\nHs)| 0 (y — yo) (3.49)
n=1

Na metodologia utilizada, o método GITT é aplicado primeiro na dire¢ao y.
A aplicagao formal do método GITT comega com a escolha do problema de autovalor
associado (problema auxiliar) Cotta (1993), Cotta & Mikhailov (1997):
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"

U (y) + X (y) =0,0<y < L, (3.50)

com as condicoes de contorno,

Y, =0,y=0,L, (3.51)

Para este tipo de problema de Sturm-Liouville (S-L), a solu¢do é dada por
Yi(y) = cos (N\yy), onde \; sdo as raizes positivas da expressao sen (\;L,) = 0. Entao,
X =0e )\ =in/L,. Observe que as funcoes 1; e \; conhecidas respectivamente como
autofungoes e autovalores associados ao problema de S-L, atendem a seguinte condigao

de ortonormalidade:

1 0,
—— / btbndv = 47 T (3.52)
N2N3 Jv

1, m=n

onde

~ [viwa (3.53)

Seguindo o formalismo GITT, o primeiro passo é expandir a variavel ¢ (X, y, z),

¢(X,y,2 Zc’ & 2)v: () (3.54)

1=0 22N2

Substituindo-se a (Equagao (3.54)) na (Equagao (3.45)), resulta,

u 0%; (X, z) B 0 Cz X 2) ¥i (y)
¢1_a; e % 52(:1 (X, 2) % wz el

7

v %5y) na (Equagao (3.55)), observando

O proximo passo é aplicar o operador fo
j

que ¥, (y) = —A21p;. Além disto, usando a propriedade de ortonormalidade, a (Equacio

25



Capitulo Trés 3.4. Solugoes da Equagao de Difusao-Advecgao

(3.55)) pode ser escrita como:

u C0%; (X, z2) 0%c; (X, 2) 9
¢u—a aXa W 822 5)\161 (X7 2)70 <o = 1 (3 56)

onde as condi¢oes de contorno (Equacao (3.45a)) permanecem inalteradas. Entretanto, a

condi¢ao de fonte é agora escrita como,

UZ/ (0,y.2) Yy = Q6 (= — 1) /Ly oy~ y“f Vi) g, (3.57)

entao,

1+2 Z cos (Anz) cos (A, Hy)

n=1

c(0,z) = —

u

(3.58)

O préximo passo € usar o método LDM para obter-se a solucao do problema
transformado ¢; (X, z). Deste modo, o primeiro passo é aplicar a transformada de Laplace
na (Equacao (3.56)), na variavel X, obtendo-se:

9%c; (X, d%¢; (X,
£ (bf_ac Ca)(ca z)} _f {w%} — £ [BAc; (X, 2)] (3.59)
logo,
82 ) XJ
iz e (5.2) =7l (0,2)] = £ {W%] —£[pNe(X,2)] (360

Reorganizando-se a (Equagao (3.60)) para obter-se ¢; (s, 2),

£ [BNci (X, 2)] (3.61)

1 gblfalﬁ [w82ci (X, Z):| ¢1 «

Ci (87 Z) = EC (Ou Z) + Us® 022
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Aplicando-se a transformada inversa de Laplace na (Equagao (3.61)), e usando-se
o método padrao, em que a solucao é representada como uma série infinita,

= Z Cimy (X, 2) (3.62)

resulta,

- - ¢1—a aQCi(n)(Xa Z)
ZC’(”) X, z) = ¢(0, z)—|—£ [ZW"{: [MT _

n=0

Comparando-se ambos os lados da (Equagao (3.63)), logo se tem ¢;)(X, 2) =
¢(0, z) dado pela (Equagao (3.58)). Portanto, para obter-se os outros termos da solugao

em séries tem-se a formula recursiva,

us® 022 US*

Ci(n) (X, Z) — p! |:¢1—aw£ {82@(71—1)()(, Z) }:| |:¢1 aﬁog {)\2@ - (X Z)}

n=123,..
(3.64)

entao,

iy (X, 2) = £71 [d’l_%f {620“” X, 2) H e Pl_aﬁ £\ (X @}1 (3.65)

us® 022 us™

o (X, 2) = £ Vl_a“ﬁ {@2@(1)()( %) H e {‘bl_aﬁ £\ (X, z)}} (3.66)

us® 022 us™
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cisy (X, 2) = £71 V ey {a 013(2 Z)H e {‘blaﬁf (Neo(X, 2} (3.67)

us™ z us®

Logo, agrupando-se os termos resulta:

B Q¢(y0) X« gblfaﬂ)\zz X2a 7a5)\12 2
a(X2) =p 1{1_F(a+1) u +F(20¢+1)(¢1 T) +"}+

QQ@U yo Z (Anz) cos (A Hy) .

U,h N2 —t
X A2 A2 X2 A2 A2
1= (bl—a(w n+/8 z) 4 ¢1—a(w n+ﬁ z) 4.
I'a+1) u I'2a+1) u
(3.68)
onde I' é a funcao Gama. Portanto, a solucao é dada por:
11—« 2
Ci(Xaz)_gw< 1)Ea |:_on—¢ ﬁ/\l:|+
uh N§ u
200l ' (2 + AD) (3.69)
uh N% ;cos (Anz)cos(A,Hs)Ey { X° ((ﬁl“%)]
resultando,
-« 2
¢ (X, z) = Q %l 1)Ea [—X”‘—(Zs B)\i] :
uh N? u
- a2 (3.70)
142 H)E, |- X*—~"
{ + ;cos(/\nz)cos()\n s)Fa { " }}

Retornando para a variavel z,
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ci (I’,Z) %¢ |: / é. dé_ ¢1 016)\2‘|

N%
~ Y (3.71)
142 An AnHy) *(d¢)
{ + ;cos( z)cos( { / £4(de)” " }}
onde, Jumarie (2008)
'y O[—f-].) (’y—’_l) a+A
f (d§)” Taty+1) T 0<a<1 (3.72)
e, se 7 =,
1
/ £ (de)°” (2; JEOS )20 0 <a <1 (3.73)
se, 7 = 1 na (Equacao (3.72)), resulta,
¢ « F(@ + 1) a+1
8e, v = 07
/ (d)*=2%0<a<1 (3.75)
0

Finalmente, de acordo com a (Equagao (3.54)) (¢ (yo) = ¢ (0) = 1), obtém-se a
solucao tridimensional na forma final, dada por,

oy 2) = %i | _Dle+ )T+ 1) (¢1_a0v>2x2a)\?] |

% F'2a+1) U (376)
Pa+DMa+1) (670’ wp]l
. {1 + QECOS(Anz)COS(AnHS>Ea — 20+ 1) ( " ) x )\n] }

Além disto, podem ser citados dois casos especiais:
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i) (Equagdo (3.76)) com a =1 (solugéo de ordem inteira):

2

= GO0 oy [ ()12

2

| {1 £23 cos(hnz)eos(\H, ey {— (Z) %QVL] }

n=1

(3.77)

ii) (Equagao (3.76)) com y =0, z = 0, H; = 0 (fonte ao nivel do solo), e a = 1:

QOO
¢(x,0,0) —h;

SRR RES ORI

-M\H

’L

A solugao dada pela (Equagao (3.76)) representa um avango importante nas solu-
¢oes analiticas da equacao fracionaria de difusao-advecgao usando a combinacgao de GITT
e LDM, porque é uma solucao mais geral, além de ser uma nova metodologia que pode
ser aplicada em outras areas.

3.4.3 Solucao Bidimensional via Derivada Conformavel

Para ser consistente dimensionalmente, segue-se também a sugestao dada no tra-
balho de Gomez-Aguilar et al., (2016), onde é introduzido um parametro auxiliar ¢ dado

por Moreira & Santos (2019), conforme dado pela (Equacao (3.42)):

u 0% (x, z)
¢1—a ore

0?c(x,2)
02?2

=K, (x) 0<a<l (3.79)

Logo, de acordo com a (Equagao (3.7)) que representa a derivada conformével,

substitui-se na (Equagao (3.79)), como segue:

u  _,0c(z,z
(blfaxl (al' ) = KZ (.’E)

(3.80)

Para ter mais rigor no aspecto dimensional, assume-se o seguinte coeficiente de

difusdo vertical, a ser aplicado na (Equagao (3.80)) dependente somente da distancia
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longitudinal da fonte dado por Moreira & Moret (2018):

Ow) 2
K, (x)= (—) ur = wr (3.81)
u
onde w = "7“’2, sendo o, o desvio padrao da velocidade vertical (dados experimentais)

Arya (1995). Logo, fazendo-se as devidas substituigoes, resulta:

u Oc(x,z)  wx 0c(z,z) (3.82)
Pl Ox oplema 92 )
rearranjando,
u Oc(x,z) 0?c(x,2)
=wrt————= 3.83
- Ox YT T2 (3.:83)
usando uma mudanga de variavel dada por Moreira et al. (2014),
T l.aJrl
X :/ x¥dr = (3.84)
0 a+1
Resultando na seguinte (Equacao (3.85)) a ser resolvida:
u O0c(X,z)  Pc(X,2) (3.85)

oo ax T 9z

Observa-se que a (Equacao (3.85)) é o caso em que os coeficientes sdo constan-
tes, similar ao problema representado pela (Equagao (3.26)). A diferenca esta no fato
da (Equagao (3.85)) nao ser mais fracionéria, mas sim, uma equagdo de ordem inteira.
Assim, assumem-se as mesmas condi¢oes de contorno e de fonte dadas pelas (Equagoes

(3.26a)),(3.26b) e (3.26¢).

Usando a mesma metodologia de solugao, aplica-se inicialmente a transformada
de Laplacena (Equagao (3.85)),

£ th“a %} — {w_a%a(;’, 2)} (3.86)

31



Capitulo Trés 3.4. Solugoes da Equagao de Difusao-Advecgao

seguindo os passos anteriores, obtém-se a seguinte equacao solugao:

c(z,2z) = —+ 29 icos (An2) cos (N, Hy) ex ¢(1_°‘)£ L A2 (3.87)
’ uh £ " nis) COD u(a+1)"" '

De fato, a solucao utilizando-se a derivada fracionaria gera uma Mittag-Lefflere,
uma equagao conformavel, gera uma funcao exponencial. Este é um resultado bastante
interessante a ser explorado, tendo em vista que a fungao M-L é mais geral que a funcao
exponencial, ou seja, a transformacao de uma equacao fracioniria em uma de ordem

inteira nao resultou em uma solugao idéntica.

3.4.4 Solucao Tridimensional via Derivada Conformavel

De modo idéntico a solu¢ao bidimensional usando derivadas conformaveis, tem-se

a seguinte equacao,

u o, q0c(x,y,2)
¢17ax OHxra Y (:E) ayQ

Assim, para uma maior consisténcia dimensional assumem-se os seguintes coefi-

cientes de difusdo:

Ky(x) = <%)2u9&“ = fx (3.89)
K. (z) = <%>2 ur® = wx (3.90)

onde [ e w sao constantes, o, e 0, (dados medidos experimentalmente), sdo os desvios

padrao da velocidade lateral e vertical, respectivamente. Portanto,

a ) )
U xa—l C(l‘ Y Z)

Dc(z,y,2) n 0c(z,y,2)
¢1—o¢ or«

0 Wr——> O<a<l (3.91)

— B
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Reagrupando-se os termos e usando a mudanca de variavel,

T xa—‘rl
X = / r%dr = 1 (3.92)
0 a

Assim, a Equagao (3.92)) pode ser reescrita como:

oc (X
u :Cozfl C( ,y,Z)

0%c(X,y, 2) N 0%c(X,y,2)
(bl—a axa

o W (3.93)

=p

Observa-se novamente que é caso de coeficientes constantes e a equagao é de ordem
inteira. Desta maneira, as condi¢oes usuais de fluxo zero de poluentes na superficie e no
topo do dominio vertical sao usadas, na dire¢ao transversal, incluindo a condicao de fonte
usada no problema tridimensional anterior. A solugao resultante da (Equagcao (3.93)), do

problema transformado, com as respectivas condigoes é dada por:

(X, z2) = gw(ylo)exp {—qﬁl_o‘Xﬁ—)\?} :
uh N2 u
o ' 32 (3.94)
l—a v %Y
: {1 +2 ; cos(Apz)cos( A\, Hy)exp [—gb XT} }

Retornando-se a variavel x, tomando-se a soluc¢ao definida pela (Equacao (3.94)),

finalmente se tem,

=0 N%
N i » 2 (3.95)
. {1 +2 ;cos()\nz)cos(Aan)exp [—gbla <§+ 1) (%) )\i] }

Observa-se novamente, como esperado, uma solugao com exponenciais tradicio-
nais. Todas as constantes importantes das derivadas fracionarias estao presentes de forma
explicita: o parametro fracionédrio a e o parametro de ajuste dimensional ¢ . Contudo, os
procedimentos para a anélise da performance e para validacao da solu¢ao obtida foram fei-
tos através de simulagoes, com os dados do tradicional experimento de Copenhagen. Cabe
ressaltar, que esta solucao é a primeira da literatura obtida com derivadas conforméveis

em problemas atmosféricos.
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Resultados Numeéricos

4.1 Dados Experimentais

Para avaliar o desempenho dos modelos estudados, os dados gerados simulados sao
comparados com os dados observados nos experimentos de Copenhagen. Os experimentos
de dispersao, descritos em Gryning & Lyck (1984), Gryning et al. (1987), consistiram da
liberagao na atmosfera do tragador SF6 (hexafluoreto de enxofre) na regido ao norte de
Copenhagen. O SF6, um tracador de gas inerte, foi liberado de uma torre a uma altura
de 115 m e coletado proximo ao nivel do solo em distancias de 2 a 6 km da fonte. O
tempo de amostragem foi de 1 h. O local era principalmente residencial, com um com-
primento de rugosidade de 0,6 m. As medidas meteorologicas incluiram turbuléncia na
altura da liberacao do tracador sendo que todos os experimentos foram realizados du-
rante o dia em condi¢oes atmosféricas moderadamente convectivas. Importante frisar que
este experimento fornece dados de concentragao bidimensional (integrada lateralmente) e

tridimensional.

4.2 Simulagoes Bidimensionais

Os parametros meteoroldgicos para este experimento com dados bidimensionais
de concentragao sao apresentados na Tabela 4.1, a seguir. Observe que, neste experimento,

a concentracao integrada lateralmente foi normalizada pela taxa de emissao (¢/Q).
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Tabela 4.1: Parametros meteorologicos durante o experimento de Copenhagen.

Exp | Uo(ms™Y) | Uns(ms™Y) | b (m) | ow(ms™) | 2 (m) | ¢/Q(10~*sm~2)
1 2,1 3,4 | 1980 0,83 | 1900 6,28
3700 2,31

2 4,9 10,6 | 1920 1,07 | 2100 5,38
4200 2,95

3 24 5,0 | 1120 0,68 | 1900 8,2
3700 6,22

5400 4.3

2,5 4,6 390 0,47 | 4000 11,66

31 67| 820 0,71 | 2100 6,72

4200 5,84

5100 4,97

6 7,2 13,2 | 1300 1,33 | 2000 3,96
4200 9,22

5900 1,83

7 4,1 7,6 | 1850 0,87 | 2000 6,7
4100 3.25

5300 2,23

8 4,2 9,4 810 0,72 | 1900 4,16
3600 2,02

5300 1,52

9 5,1 10,5 | 2090 0,98 | 2100 4,58
4200 3,11

6000 2,59

Fonte: Proépria

Na Tabela 4.1, os parametros meteorologicos durante o experimento de Copenha-
gen sao: Uy é a velocidade do vento médio medido a 10 m de altura; U5 é a velocidade
do vento médio medido a 115 m; h é a altura da CLP; o,, é o desvio padrao da velocidade
vertical; z é a distancia longitudinal da fonte; ¢/@Q é a concentracao integrada lateralmente

normalizada pela taxa de emissao.

Nota-se na Tabela 4.1 apresentado que é feita uma anéalise da convergéncia da

solugao dada pela (Equagao (3.39)) com os dados do experimento 1.
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4.2.1 Derivada Fracionaria de Caputo

A Figura 4.1 a seguir mostra a convergéncia numérica da solugao proposta para
a concentragao simulada ao nivel do solo para diferentes distancias da fonte (1900 e 3700
m), considerando-se a velocidade do vento , em fungao do nimero de termos do somatério

e diferentes valores do parametro fracionario « (1,00; 0,95 e 0,90).

Figura 4.1: Convergéncia da série no modelo usando o experimento 1 de Copenhagen, com
velocidade do vento Uqqs

14 T T T T T T T T T

g —=— 1900 m, o = 1.00H
—e—3700m, a=1.00
124 —o0—1900m, a=0.95
—0—3700m, a=0.95
—+— 1900 m, o = 0.90
10 4 ——3700m, a=0.90

Cp (10™%s.m™)
(e>]
|

n

Fonte: Proépria

A Figura 4.1 mostra uma rapida convergéncia da série para concentragdes ao
nivel do solo com o aumento do nimero de termos n. Além disso, observa-se que, com a
diminuic¢ao do parametro « e distancias menores da fonte, é necessario aumentar o nimero

de termos do somatorio para obter-se a convergéncia desejada.

A segunda anélise da solugao dada pela (Equacao (3.39)) é a verificagdo da in-
fluéncia do parametro «, o qual estd intimamente relacionado ao termo advectivo que
representa o transporte de massa devido ao vento médio longitudinal. Nesse sentido, a
Figura 4.1 mostra a concentracao em funcao da distancia da fonte para diferentes ordens
fracionérias da derivada: « (0,90; 0,95 e 1,00). (experimento 1 dos dados de Copenhagen
com Ulps)
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Figura 4.2: Concentragao integrada lateralmente ao nivel do solo em fungao da distancia da
fonte, considerando diferentes parametros fracionérios
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Fonte: Proépria

Observa-se que a solugao com coeficiente de difusao dependente da distancia da
fonte altera a posicao do pico de concentracao. Além disso, esta claro que o parametro
a influencia o processo de dispersdo. Para a simula¢ao de ordem inteira (v = 1,00),
é observada uma concentracao mais alta de poluentes na regiao proxima a fonte, que
tem a tendéncia de diminuir com o aumento da distancia da fonte. A medida que «
diminui, percebe-se que o pico de concentra¢do diminui e muda de posigao (a localizagao
do pico de concentracao ¢ um dos parametros mais importantes no contexto da poluicao

atmosférica), tendendo a manter a concentragao em altos niveis por maiores distancias.

A proxima analise é uma avaliacao estatistica das simulacées do modelo para
verificar qual valor de apresenta os melhores resultados. As Tabelas 4.2 e 4.3 mostram
alguns desempenhos dos resultados do modelo usando o software de avaliagao estatistica,
descrito por Hanna (1989) (bootstrap resampling), com os parametros estatisticos definido
da seguinte maneira:

— 2

NMSE (erro quadritico médio normalizado) =(C, — C,) /C,.C,,

FAT?2 (fator de 2), fracao de dados entre =0,5< (C,/C,) < 2
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COR (coeficiente de correlagio), =(C, — C,)(C, — C,) /00.0p,
FB (desvio fracional) =C, — C,/0.5 (C, + C,) ,
FS (desvio padrao) =(o, — 0;,) /0.5 (0, + 0},) ,

onde os subscritos o e p referem-se as quantidades observadas e previstas, respectiva-
mente, e a barra superior indica um valor médio. O indice estatistico F'B determina se as
quantidades previstas subestimam ou superestimam as observadas. O indice estatistico
NMSE representa a dispersao do modelo em relacao a dispersao dos dados. Espera-se que
os melhores resultados tenham valores préoximos de zero para os indices NMSE, FB e FS
e proximos de 1 para os indices COR e FAT?2.

Nesse ponto, deve-se notar que o experimento de Copenhagen fornece dados de
velocidade do vento em duas alturas distintas, medidas a 10 m e 115 m. Portanto, é

possivel analisar a solu¢ao com essas duas alturas separadamente.
A Tabela 4.2 mostra os resultados estatisticos do modelo representado pela (Equa-
¢ao (3.39)), considerando diferentes valores de e vento medido na altura de 115 m.

Tabela 4.2: Indicadores estatisticos de desempenho do modelo para diferentes valores de v com
velocidade do vento Uqis .

Modelo NMSE COR FAT2 FB  FS
a—1,00 036 084 083 043 057
a=0,99 031 083 087 038 055
a—0,98 026 083 091 033 053
a=0,97 022 082 096 028 0,51
a—0,96 019 082 1,00 023 0,49
a=0,95 0,16 081 1,00 0,19 0,46
a=0,94 0,14 0,81 1,00 0,14 0,43
a=0,93 0,13 080 096 0,10 0,42
a=0,92 012 079 087 007 0,38
a=0,91 0,12 078 087 003 0,36
a—0,90 0,12 0,76 087 -0,02 0,28

Fonte: Proépria

A Tabela 4.2 indica que o melhor resultado ocorre para = 0, 94, com menor NMSE
(0,14) e FAT2 de 100% (1,00). O pior resultado ocorre com , que representa a derivada
de ordem inteira, com um NMSE mais alto (0.36) e um FAT2 mais baixo (83%).

A Tabela 4.3 mostra os resultados estatisticos do modelo considerando o vento
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medido a 10 m. Além de mostrar as concentragoes calculadas a partir do presente modelo,
sao mostrados também os resultados de um modelo Gaussiano e da solugao obtida no
trabalho de Sharan & Modani (2006), o qual considera também o coeficiente de difusao
dependente da distancia da fonte (K (x)), aqui denominado modelo S-M. Essa comparagao
¢é possivel porque os resultados do modelo S-M e do modelo Gaussiano consideram a

velocidade do vento a 10 m de altura.

Tabela 4.3: Indicadores estatisticos de desempenho dos modelos para diferentes valores de a com
velocidade do vento Uqg .

Modelo NMSE COR FAT2 FB FS
a—1,00 0,12 090 1,00 022 0,20
a=0,99 0,00 090 1,00 0,18 0,18
a=0,98 0,08 0,90 1,00 0,13 0,16
a=0,97 0,07 090 096 007 0,15
a=0,96 0,06 089 091 003 0,12
a=0,95 0,06 088 091 -0,03 0,10
a=0,94 0,07 087 091 -0,08 0,07
a—0,93 0,09 086 091 -0,14 0,05
a=0,92 0,11 085 087 -0,19 0,02
a=0,91 0,18 0,79 074 -0,29 -0,01
a=0,90 0,16 083 083 -0,30 -0,04

Gaussiano 0,57 0,80 0,39 0,58 0,50
S-M (2006) 0,36 0,84 0,78 0,44 0,50

Fonte: Proépria

A Tabela 4.3 mostra que os melhores resultados ocorrem com a = 0,98, apresen-
tando o menor NMSE (0, 08) e o maior FAT2 (100%). Os resultados sdo muito semelhantes
para o = 0,99 e a = 1,00, mas para o = 0,98, os valores de FB e FS também sao mais
baixos. No entanto, os resultados para todos os diferentes valores de a sao melhores que
os resultados dos modelos Gaussiano e S-M. Além da anélise estatistica, sao apresentadas

algumas figuras para uma melhor visualizacao dos resultados.

A avaliagdo diagnostica mostra graficos que comparam os residuos, os quais sao
a diferenca ou a razao entre as concentracoes observadas e previstas, para considerar a
variagao em um paradmetro do modelo. Se houver uma tendéncia no grafico, isso pode
indicar um erro na fisica do modelo. O diagrama de dispersao entre as razoes das con-
centragoes previstas e as observadas é mostrado na figura 4.3, que considera simulagoes
com a velocidade do vento na altura de 115 m. A linha ao meio é um para um, e as linhas

eternas representam um fator de dois.
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Figura 4.3: A razao entre C), e Cp em fungao de Cy
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Fonte: Proépria

A Figura 4.3 e a Tabela 4.2 mostram que o presente modelo prediz 100% dos
casos em um fator de dois usando v = 0, 94, enquanto 87% dos casos sao previstos usando
a=0,91ea=0,99.

A Figura 4.4 mostra o grafico residual em funcgao da distancia da fonte conside-
rando simulacdes com velocidade do vento em 115 m . E evidente que ha uma tendéncia
em superestimar para a = 0,91 e subestimar para a = 0,99. A linha do meio é um para

um e as linhas externas representam um fator de dois.
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Figura 4.4: Grafico residual (C,/C,) da concentragdo em funcao da distancia da fonte
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Fonte: Proépria

O gréfico de dispersao entre as razoes das concentragoes previstas e observadas em
funcao das concentracoes observadas é mostrado na Figura 4.5, considerando simulagoes
com velocidade do vento em 10 m. A linha do meio é um para um, e as linhas externas

representam um fator de dois.

41



Capitulo Quatro 4.2. Simulagoes Bidimensionais

Figura 4.5: A razao entre C), e Cp em funcgao de Cy
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Fonte: Proépria

O melhor resultado é representado com o = 0,98 , onde todos os pontos estao
entre as linhas que representam o FAT2, considerando as simulagoes com uma velocidade

do vento em 10 m.

A Figura 4.6 representa o grafico residual das concentragoes previstas fungao das
concentragoes observadas em func¢ao da distancia da fonte, considerando simulagoes com
velocidade do vento em 10 m. A linha do meio é um para um, e ja as linhas externas

representam um fator de dois.
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Figura 4.6: Grafico residual (C,/C,) da concentragdo em funcao da distancia da fonte
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Fonte: Proépria

Observando-se os resultados da analise estatistica e das figuras, é importante men-
cionar que as diferencas entre os dados experimentais nao dependem somente da solucao
da equacao de difusao-adveccao, mas da propria equagao, que é apenas um modelo da
realidade. Deve-se considerar que, ao usar modelos, embora sejam instrumentos bastante
sofisticados que refletem o estado atual do conhecimento sobre transporte turbulento na
atmosfera, os resultados que eles fornecem estao sujeitos a uma consideravel margem de
erro. Isso ocorre devido a véarios fatores, incluindo a incerteza da variabilidade intrinseca
da atmosfera. Essa é uma caracteristica geral da teoria da turbuléncia atmosférica e é
uma consequéncia da abordagem estatistica usada na tentativa de parametrizar, o carater

caotico dos dados medidos.

4.2.2 Derivada Conforméavel

Para analisar o problema da dimensionalidade foram utilizadas diferentes escalas
de comprimento: ¢ = 10° me ¢ = 1 m. O caso em que ¢ = 1073 m, representa a
microescala de comprimento de Kolmogorov (n). Devido a derivada fractal que surge

com o emprego da derivada conformavel esté hipotese surge como uma boa alternativa.
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Como ¢ conhecido que os movimentos turbulentos envolvem uma gama de escalas; de uma
macroescala, na qual a energia é fornecida aos vortices, a uma microescala de Kolmogorov,
na qual a energia é dissipada pela viscosidade. Na CLP a microescala de Kolmogorov é

aproximadamente n = 1073 m, Colin et al. (2017).

A primeira analise da solugao dada pela (Equagao (3.87)) é a verificacao da in-
fuéncia do parametro «, o qual estd intimamente relacionado ao termo advectivo que
representa o transporte de massa devido ao vento médio longitudinal. Nesse sentido, a
Figura 4.7 mostra a concentracao em fungao da distancia da fonte para diferentes ordens
fracionarias da derivada: « (0,90; 0,95 e 1,00), utilizando o experimento 1 dos dados de

Copenhagen com vento de 115 m.

Figura 4.7: Concentragao integrada lateralmente ao nivel do solo em fungdo da distancia da
fonte, considerando diferentes parametros fracionarios
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Fonte: Proépria

Neste caso, observa-se que a solucao com coeficiente de difusao dependente da
distancia da fonte nao altera (sensivelmente) a posi¢ao do pico de concentragao. Além
disso, esté claro que o parametro « influencia o processo de dispersao para maiores dis-
tancias da fonte. Para os diferentes valores de a observou-se uma sensivel concentragao

mais alta de poluentes na regiao proxima a fonte.

44



Capitulo Quatro 4.2. Simulagoes Bidimensionais

A préxima andlise é uma avaliagao estatistica das simulagoes do modelo para
verificar qual valor de o apresenta os melhores resultados. A Tabela 4.4 mostra alguns
desempenhos dos resultados do modelo considerando-se a velocidade do vento medido em
115 m.

Tabela 4.4: Indicadores estatisticos de desempenho do modelo para diferentes valores de v com
velocidade do vento Uqqs

Modelo NMSE COR FAT2 FB FS
a=0,90 0,78 0,87 0,52 0,68 0,82
a=0,91 1,73 085 0,13 1,00 0,78
a=0,92 1,77 084 0,13 1,01 0,78
a=0,93 182 083 0,13 1,02 0,76
a=0,94 1,88 0,82 0,13 1,03 0,78
a=0,95 1,01 088 030 078 0,84
a=0,96 1,05 081 0,13 1,04 0,78
a—0,97 1,98 080 0,13 105 0,78
a=0,98 2,02 079 013 1,06 0,78
a=0,99 2,06 079 013 1,06 0,78
a=1,00 126 087 021 087 085

Fonte: Proépria

A tabela 4.4 indica que o melhor resultado ocorre para a = 0,90, com menor
NMSE (0,78) e FAT2 de 52% (0,52). Segundo Chang & Hanna (2004), nao ¢é possivel
obter-se modelos absolutamente perfeitos, utilizam-se como critérios para desempenhos
satisfatorios: FAT2 50%; -0,3 < FB < 0,3 e NMSE <0, 5.

O diagrama de dispersao representando as razoes das concentracoes previstas e
observadas é apresentada na Figura 4.8, que considera simulac¢oes com velocidade do vento
na altura de 115 m, ¢ = 1 m.
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Figura 4.8: Espalhamento da concentracao de poluentes usando Uj1s € ¢ = 1 m e diferentes
valores de «
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Fonte: Proépria

Observa-se através da Figura 4.8 e da Tabela 4.4 que os resultados nao sao bons
utilizando o vento medido em 115 m, considerando-se as mudangas do parametro fracio-
nario. O modelo prediz 52% dos casos em um fator de dois usando o = 0, 90.

O diagrama de dispersao entre as razoes das concentracoes previstas e as ob-
servadas é mostrada na Figura 4.9 a seguir: que considera simulagoes com velocidade
do vento na altura de 10 m. Os pontos entre as linhas pontilhadas correspondem a
(C,/C, € 10.5,2]).
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4.2. Simulagoes Bidimensionais

Figura 4.9: Espalhamento da concentracao de poluentes usando ¢ = 1 m e diferentes valores de
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Fonte: Proépria

Em seguida na Figura 4.10 é mostrado diagrama de dispersao entre as razoes

das concentracoes previstas e as observadas, que considera simulagoes com velocidade do
vento na altura de 10 m e diferentes valores de o, utilizando ¢ = 107 m que representa

a microescala de comprimento de Kolmogorov (n).
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Figura 4.10: Espalhamento da concentracao de poluentes usando ¢ = 1073 m e diferentes valores
de «
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Fonte: Proépria

Obseva-se prontamente que os melhores resultados ocrrem para o = 0, 90, veloci-
dade do vento medido em 10 m e a escal de comprimento de Kolmogorov (¢ = 1073). Este
é um resultado bastante interessante, pois esta escala de comprimeto representa a menor
escala fractal em termos atmosféricos. Observa-se que o FAT2 é 100%, o que represnta

que todos os pontos estao entre as linhas continuas.

4.3 Simulacoes Tridimensionais

Os parametros meteorologicos para este experimento com dados tridimensionais
de concentracao sao apresentados na Tabela 4.5. Observe que, neste experimento, a con-
centragao na linha central foi normalizada pela taxa de emissao (¢/Q). Como anterior-
mente, o parametro Uy representa a velocidade do vento medida em 10 m, e o parametro

Ui15 representa a velocidade do vento medida na altura de 115 m.
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Tabela 4.5: Parametros meteorologicos durante o experimento de Copenhagen.

Exp | Ug(ms™) | Upis(ms™) | b (m) | op(ms™) | ow(ms™) |  (m) | ¢(x,0,0)/Q(10~"sm™3)
1 2,1 3,4 1980 0,98 0,83 1900 10,50
3700 2,14
2 49 10,6 1920 1,39 1,07 2100 9,85
4200 2.83
3 24 5,0 1120 0,85 0,68 1900 16,33
3700 7,95
5400 3,76
2.5 46 390 0,47 0,47 4000 15,71
) 3,1 6,7 820 0,77 0,71 2100 12,11
4200 7,24
5100 4,75
6 7,2 13,2 1300 2,26 1,33 2000 7,44
4200 3,37
5900 1,74
7 41 7,6 1850 1,61 0,87 2000 9,48
4100 2,62
5300 1,15
8 4.2 9,4 810 1,35 0,72 1900 9,76
3600 2,64
5300 0,98
9 5,1 10,5 2090 1,71 0,98 2100 8,52
4200 2,66
6000 1,98

Fonte: Proépria

4.3.1 Derivada Fracionaria de Caputo

A Figura 4.11 mostra a convergéncia numérica da solucao tridimensional proposta
pela (Equacao (3.76)) para a concentragao ao nivel do solo, para as distancias de 2000,
3000 e 4000 m, em fung¢ao do nimero de autovalores i (solugao GITT) e a distancias de
300, 500, e 700 m em fungao do nimero de termos n (solugdo LDM) para a velocidade do
vento Ujy5 (medida na altura da fonte) com a = 1, 00.
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Figura 4.11: Teste de convergéncia do modelo: (a) concentragdo em func¢ao do nimero de auto-
valores i (GITT); (b) concentra¢ao em fungao do nimero de termos na série n (LDM)
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A Figura 4.11 mostra a convergéncia para ambas as séries, onde a convergéncia
mais rapida das séries é obtida usando o método LDM.
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Da mesma forma que foi realizada com a solucao bidimensional, uma avaliacao
estatistica das simulagoes comparadas com os dados experimentais tridimensionais de
Copenhagen foi efetuada para avaliar a influéncia do parametro «, além de comparar os

resultados do modelo com os resultados obtidos de outros modelos descritos na literatura.

A Tabela 4.6 mostra os valores obtidos para os indices estatisticos usados ante-
riormente, usando o modelo fornecido pela (Equagao (3.76)) para varios valores de « e
velocidades do vento médio em alturas de 10 e 115 m. Os resultados obtidos usando outros
modelos sdo mostrados para comparagao. O modelo 2 é a técnica GIAMDT (Generalized
Integral Advection Diffusion Multilayer Technique) com coeficientes de difusao depen-
dentes de variaveis x e z (turbuléncia nao homogénea na dire¢do vertical), mas usando
uma média na diregao longitudinal Costa et al. (2006), e uma velocidade do vento com
um perfil de similaridade. O modelo 3 é a técnica GILTT (Generalized Integral Laplace
TransformTechnique) Moreira & Vilhena (2009), também com coeficiente de difusao que

depende da diregao vertical z.

Tabela 4.6: Avaliagao estatistica dos modelos.

Modelo de Dispersao NMSE | COR | FAT2 | FB FS
Modelo 1 Uy a=1,00 0,14 | 090 | 078| 0,18] 0,04
a=0,99 0,11 | 091 | 0,96 | 0,04 | -0,07
a=0,98 0,13 | 091 | 091 -0,09| -0,17
a=0,97 0,19 | 091 | 091]| -0,22 | -0,30
a=0,9 029 091 | 082/ -0,34| -0,38
Modelo 1 Uy a=1,00 0,701 0,93 | 0,30 | 0,65 | 0,49
a = 0,99 0,46 | 093 | 057| 052] 038
a=0,98 027 093 083 039]| 0,26
a=0,97 0,15 | 094 | 083| 026| 0,14
a=0,96 0,09 094| 087| 0,13 | 0,01
a=0,95 0,08 | 0,94 | 0,96 | -0,01 | -0,11
Modelo 2 GIADMT 0,15 | 087 | 0,96| 001 -0,09
(U similaridade) (Costa et al., 2006)
Modelo 3 GILTT 033 080 | 087| 028] 0,09
(U lei de poténcia) | (Moreira et al., 2009)

Fonte: Proépria

A Tabela 4.6 mostra que o modelo proposto neste trabalho (Modelo 1) apresenta
os melhores resultados, em relacao aos demais modelos considerados, para a = 0,95 e
uma velocidade do vento em 10 m. Para esses valores, o Modelo 1 produz o NMSE
mais baixo (0,08) e o FAT2 mais alto (0,96). Os piores resultados sdo obtidos para
a = 1,00 e uma velocidade do vento em 10 m, que representa a derivada de ordem
inteira, pois possui o NMSE mais alto (0,71) e o FAT2 mais baixo (0,30). Observa-se que
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Capitulo Quatro 4.3. Simulagoes Tridimensionais

o fato de os parametros fisicos nao dependerem explicitamente da variavelz, que é a mais
influenciada pela superficie da Terra, nao afeta negativamente os resultados da solugao
proposta, porque a variagao em « compensa de alguma forma a falta de turbuléncianao
homogénea na dire¢ao vertical. Isso pode ser confirmado comparando-se os resultados
obtidos com o modelo proposto neste trabalho (Modelo 1) e os resultados dos Modelos
2 e 3 (GIADMT e GILTT, respectivamente), que consideram a nao homogeneidade na
direcao vertical, sendo que os modelos sao mais complexos com respeito a sua solucao
e implementacao computacional. O modelo proposto neste trabalho é mais simples e
mais facil de implementar, e sua natureza analitica permite uma anéalise explicita dos

parametros fisicos.

Além dos resultados da analise estatistica, algumas figuras também foram geradas
para ilustrar os resultados. Na Figura 4.12 sao mostrados os graficos das razoes entre as
concentragoes previstas pelo modelo e as observadas, (C,/C,), para simulagoes usando as

velocidades de ventos medidos em 10 m e 115 m.
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Figura 4.12: Razao entre a concentracéo prevista (Cp) e a observada (C,) ao nivel do solo: a)
velocidade do vento a 115 m; b) velocidade do vento a 10 m

10—/
] ¢ «=1.00
] * 0=099
] ° a=098
] g U115
S : :
Q L o Oy o E EIE -
(\) 1 4 . :. o L] . e O - :
o - o & e Ue . [ *
O 1 o¢ o ° . ® = o *
i e .. ¢ e
- 5 .. .
o1 +—1r——v——+—F—+—F—+—1"—T"1—1—7—
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Co
(a) velocidade do vento a 115 m
10 +——————————————————————
1 ¢ a=100
] o 0=098
] ¢ a=097
e =095
L4 U’IO
~ .+ . .
o o * .
O 117w S, . F
3 1 - o . . 3
O T o W4 *s o ;.; + . .+
1 e e e N i e o o
4 o L] Oy B
] +* . e . 4 . L4
j . :
o+
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Co

(b) velocidade do vento a 10 m

Fonte: Proépria

A Figura 4.13 mostra que a concentracao modelada obtida ao nivel do solo, sob
as condigoes moderadamente instaveis do experimento de Copenhagen, ¢ melhor repre-
sentado por a = 0,99, usando a velocidade do vento U;y5, e a = 0,95, para a velocidade
do vento Uyy. Praticamente todos os pontos de dados estao entre as linhas pontilhadas,
representando um fator de dois (FAT2 = 0,96). As simulagoes para o caso da veloci-
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dade do vento Ui tiveram os resultados mais fracos com o parametro de ordem inteira

(v =1,00).

Como mostram a Figura 4.12 e a Tabela 4.6, os melhores resultados foram obtidos
para a = 0,95 (NMSE = 0,08 e COR = 0,94) e velocidade do vento Uy, mas os resultados
foram igualmente bons para o = 0,99 (NMSE = 0,11 e COR = 0,91) e velocidade do vento
Ui15. Nesse caso, é evidente que o efeito de memoria que foi considerado no coeficiente de

difusao é depende tanto da distancia da fonte quanto da ordem da derivada fracionéaria.

A Figura 4.13 mostra como a concentragao de poluentes simulada usando a (Equa-
gao (3.76)) varia em fungdo da distancia da fonte para diferentes valores do pardmetro

fracionario a.

Figura 4.13: Concentragao ao nivel do solo em fun¢ao da distancia da fonte, considerando a
velocidade do vento medida em 10 m (linhas vermelhas) e 115 m (linhas azuis), para diferentes
parametros fracionarios: « = 1,00 , « = 0,98 e aw = 0,96 (experimento de Copenhagen.
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Fonte: Proépria

Observa-se que a solucao adotada altera a posicao do pico de concentragao, mas
nao altera seu valor maximo. Além disso, claramente o parametro « influencia o pro-
cesso de dispersao. Para a simulagdo de ordem inteira (v = 1,00), é observada uma
concentracao mais alta de poluentes na regiao proxima a fonte, com uma tendéncia para
a concentracao diminuir mais rapidamente com o aumento da distancia da fonte. A me-

dida que diminui o parametro «, nota-se que o pico de concentracao muda de posicao,
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tendendo a diminuir mais lentamente para distancias maiores.

As simulagoes realizadas com a velocidade do vento Uy, para todos os parametros
fracionarios, exibem um pico de concentragao mais alto para regioes mais perto da fonte.
A velocidade do vento Uy15 no modelo mudou o pico em maiores distancias e praticamente
reduziu pela metade o pico de concentracao em relacao a velocidade do vento Uyy para
os dados do experimento 9 de Copenhagen. E importante notar que os experimentos de
Copenhagen envolveram medig¢oes de concentracao em distancias de aproximadamente 2
a 6 km, um alcance dentro do qual h4 uma grande similaridade no comportamento das
curvas para esse intervalo, mas com diferencas consideraveis em termos de valores de con-
centracao. Por exemplo, os resultados das simulacoes obtidos para a velocidade do vento
em 115 m e a = 1,00, sao praticamente coincidentes com os da velocidade do vento em
10 m e @ = 0,96. Além disso, h4 uma tendéncia para a concentra¢ao diminuir com o

aumento da distancia e com uma aproximacao das curvas durante o processo de dispersao.

4.3.2 Derivada Conformaéavel

A anélise é dada pela solu¢ao da (Equagao (3.95)) utilizando o experimento 1 de
Copenhagen, conforme mostrado na Tabela 4.5 e utilizado na simulagao tridimensional
fracionaria. A Tabela 4.7 mostra os valores obtidos para os indices estatisticos usados
anteriormente, usando o modelo para varios valores de a e velocidades do vento médio

em alturas de 10 e 115 m.
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Tabela 4.7: Avaliacao estatistica dos modelos com derivada conformavel.

¢ =102 m | Modelo de Dispersao | NMSE | COR | FAT2 | FB FS
Uis a=1,00 1,30 | 0,63 | 052| 0,73 | 0,73
a=0,95 1,49 | 0,22 | 0,56 | -0,78 | -1,56
a=0,90 1,98 | 045 | 0,26 | -0,89 | -0,88
U a=1,00 0,41 092| 083] 040]| 0,63
a = 0,95 0,12 | 0,87 | 0,91 | -0,02 | 0,14
a=0,90 0,64 | 0,78 | 0,48 | -0,53 | -0,48
¢=1m Modelo de Dispersao | NMSE | COR | FAT2 | FB FS
Uiis a=1,00 0,30 | 0,82 | 0,74 | 0,27 | 0,36
a=0,95 0,21 0,78| 0,83 ] 0,01 ]| 0,11
a=0,90 0,29 | 0,75 | 0,65 | -0,24 | -0,13
Uio a=1,00 0,41 092| 083| 0,40 ]| 0,63
a = 0,95 0,19 | 0,91 | 0,96 | 0,20 | 0,42
a=0,90 0,12 087 | 0,87 | -0,03| 0,15

Fonte: Proépria

A Tabela 4.7 apresenta os melhores resultados do modelo, utilizando a derivada
conformével com o vento Uy, com o = 0,95 ¢ ¢ = 1072 m, Sendo o NMSE mais baixo
NMSE (0,12) e o FAT2 (0,91). De forma semelhante em Ujg, com ¢ =1 m e a = 0,95, o
mais alto FAT2 (0,96).

A Figura 4.14 mosta o grafico de espalhamento usando ¢ = 1 m e diferentes
valores de o considerando velocidade do vento medido em 115 m.
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Figura 4.14: Espalhamento da concentracao de poluentes usando ¢ = 1 m e diferentes valores
de «
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A Figura 4.15 mostra o grafico de espalhamento usando ¢ = 1072 m e diferentes
valores de «, considerando velocidade do vento medido em 115 m.
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Figura 4.15: Espalhamento da concentracao de poluentes usando ¢ = 10™3 m e diferentes valores
de «

20 T T 1 T T T T 1 T T

i ' . ' ' ! ' ! ' Clonformzlavel,:iD_

o U ;ex10°

18 4 . 115//43/ -

. * ¥ =090 1

16 * A 0=095

| " s e a=100 |
14
12
I\g 10 4
o |
T 8-
O -
6 -
4 -
2 -
0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
C (10"'sm?)
o

Fonte: Proépria

Observa-se nas Figuras 4.14 e 4.15 um grande espalhamento quando considerado
vento em 115 m para o caso ¢ = 1072 m, e menor espalhamentocpara ¢ = 1 m.

A Figura 4.16 mostra o grafico de espalhamento usando ¢ = 1 m e diferentes

valores de «, considerando velocidade do vento medio em 10 m.
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Figura 4.16: Espalhamento da concentragao de poluentes usando ¢ = 1 m e diferentes valores
de «
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Figura 4.17: Espalhamento da concentracao de poluentes usando ¢ = 1072 m e diferentes valores
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Fonte: Proépria

O diagrama de dispersao entre as razoes das concentracoes previstas e as obser-

vadas é mostrada nas Figura 4.16 e 4.17 um menor espalhamento quando considerado

vento em 10 m para ambos valores de ¢.

De certa forma, tanto os resultados usando a derivada de Caputo como os da
derivada conformavel sao similares. No entanto, no caso das derivadas de Caputo forma
considerados somente a simulagao em que ¢ = 1 m. Diferentimente, para o caso das
derivadas comforméaveis 2D e 3D foi acrescida a microescala de Kolmogorov, apresentando
também bons resultados. No caso 2D a direrenca entre ¢ igual a 2m e ¢ = 1072 m foi

mais acentuada.
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Consideracoes Finais

Este estudo ressaltou a importancia para uma nova direcao em problemas de dis-
persdo de poluentes atmosféricos usando equacoes diferenciais fracionarias. E importante
frisar que o calculo fracionario é a generalizagao do céalculo tradicional de ordem inteira.
Neste sentido, o trabalho teve como objetivo principal a obtengao de uma nova metodo-
logia de solucao da equacao difusao-advecgao com o proposito de simular a dispersao de
poluentes emitidos na CLP.

Normalmente, equagoes diferenciais permitem solu¢oes com ordens inteiras em
suas derivadas. No entanto, em derivadas fracionarias, essa ordem pode ser alterada para
numeros nao inteiros. A metodologia proposta, juntamente com o conceito de derivadas
fracionarias, resultou em solugoes analiticas da equacao de difusdao-adveccao linear de
maneira mais simples e mais geral, sugerindo que ela pode ser estendida a problemas nao
lineares. Este procedimento foi utilizado pela primeira vez na simulacao da dispersao
atmosférica de poluentes.

O fato de os parametros fisicos do modelo (coeficientes de difusao e velocidade
do vento) nao dependerem explicitamente da variavel z, que é mais influenciado pela su-
perficie da Terra, nao afetou negativamente os resultados porque a variagao no parametro
a (efeito de memoria) compensa de alguma forma essa falta de homogeneidade da turbu-
léncia na direcao vertical. Isto é confirmado com a comparacao entre o modelo proposto
e os resultados obtidos pelos modelos GIADMT e GILTT, os quais consideram a falta
de homogeneidade na direcao vertical e, que além disso, sao modelos mais complexos.
Diferentemente, o modelo proposto aqui é mais simples, facil de implementar e permite
uma analise explicita dos parametros fisicos em virtude de sua natureza analitica. Os
resultados sugerem que nao hé vantagem em usar um coeficiente de difusao que é depen-
dente das variaveis x e z no processo de dispersao, dada as condi¢oes meteorologicas dos
experimentos de Copenhagen.

Além dos bons resultados com as solugoes utilizando a derivada de Caputo, as si-
mulacoes utilizando a derivada conforméavel também apresentaram resultados adequados,
particularmente com vento medido em 10 m. A grande vantagem da derivada conformével
é que transforma um problema fracionario em um problema de derivada de ordem inteira.
No entanto, com este procedimento perde-se o efeito de memoria intrinseco as derivadas
fracionérias. Importante salientar também a correcao da dimensao da equacao a ser re-
solvida com a introdugao do parametro ¢. Este pardmetro ainda é algo a ser discutido
em trabalhos futuros.
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