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Resumo

Os processos que governam o transporte e a difusão de poluentes atmosféricos são nu-
merosos e, de uma complexidade tal, que não é possível descrevê-los sem a utilização de
modelos matemáticos, que resultam ser um instrumento técnico indispensável para a ges-
tão ambiental. O maior problema está ligado à compreensão da descrição com um grande
detalhamento espaço-temporal de um fenômeno complexo como é o caso da turbulência
atmosférica. Assim, a modelagem matemática surge como uma direção científica que usa
amplamente a matemática e a computação científica orientada ao aproveitamento de mé-
todos matemáticos avançados, os quais podem ser utilizados na solução de problemas de
engenharia e multifísica. Neste contexto, em ambientes atmosféricos, as equações diferen-
ciais tradicionais (derivadas de ordem inteira) não descrevem adequadamente o problema
da difusão turbulenta, pois as derivadas usuais não estão bem definidas no comporta-
mento não diferenciável introduzido pela turbulência, onde o cálculo fracionário tem se
tornado uma ferramenta muito útil para estudar a dispersão anômala e outros processos
de transporte. Desta forma, considerando-se esta nova tendência da utilização do cálculo
fracionário em várias áreas do conhecimento, este trabalho busca apresentar novas soluções
analíticas da equação de difusão-advecção bidimensional e tridimensional, de ordem fraci-
onária, no sentido de Caputo e também com derivada conformável, aplicadas à dispersão
de poluentes atmosféricos. No problema bidimensional, a solução é obtida aplicando-se
o Método da Decomposição por Laplace (LDM), considerando-se a turbulência vertical
dependente da distância longitudinal da fonte com expoente fracionário da mesma ordem
da derivada fracionária. Para o problema tridimensional, a solução é obtida aplicando-
se a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT), resolvendo-se o problema
transformado pelo método LDM, considerando-se a difusão turbulenta lateral e vertical
dependentes da distância longitudinal da fonte, resultando com esta combinação uma
nova metodologia. Para ambos os problemas, por simplicidade, o parâmetro fracionário é
levado em conta somente no termo advectivo. As soluções fracionárias são mais gerais que
as soluções tradicionais, no sentido de que a consideração da ordem inteira no parâmetro
fracionário produz a solução tradicional. No aspecto matemático, cabe salientar que as so-
luções são simples, fáceis de implementar computacionalmente e convergem rapidamente.
Fisicamente, as soluções consideram o efeito de memória no coeficiente de difusão e na
derivada fracionária. Para avaliação da performance dos modelos foram realizadas simu-
lações numéricas das soluções fracionárias propostas com as soluções tradicionais usando
dados experimentais de concentração medidos ao nível do solo. Os melhores resultados
foram obtidos com os modelos que consideram derivadas de ordem fracionária.

Palavras-chave: Método de decomposição por Laplace. Equação de difusão-advecção.
Camada limite planetária. Dispersão de poluentes. Modelagem matemática.
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Abstract

The processes governing the transport and diffusion of air pollutants are numerous and
so complex that they cannot be described without the use of mathematical models, which
result in a crucial technical tool for environmental management. The biggest problem is
linked to the understanding of the description with a great deal of space-time detail of
a complex phenomenon, such as atmospheric turbulence. Thus, mathematical modeling
emerges as a scientific direction that makes extensive use of mathematics and scientific
computation oriented to the use of advanced mathematical methods, which can be used
to solve engineering and multiphysical problems. In this context, in atmospheric environ-
ments, the traditional differential equations (whole order derivatives) do not adequately
describe the problem of turbulent diffusion, because the usual derivatives are not well
defined in the non-differentiated behavior introduced by turbulence, where fractional cal-
culus has become a very useful tool to study anomalous dispersion and other transport
processes. Therefore, considering this new trend in the use of fractional calculation in
several areas of knowledge, this work seeks to present new analytical solutions of the
two-dimensional and three-dimensional diffusion-advection equation, of fractional order,
in the direction of Caputo and with conformable derivative, applied to the dispersion
of atmospheric pollutants. In the two-dimensional problem, the solution is obtained by
applying the Laplace Decomposition Method (LDM), considering the vertical turbulence
dependent on the longitudinal distance of the source with a fractional exponent of the
same order as the fractional derivative. For the three-dimensional problem, the solution
is obtained by applying the Generalized Integral Transform Technique (GITT), solving
the transformed problem by the LDM method, considering the lateral and vertical tur-
bulent diffusion dependent on the longitudinal distance of the source, resulting with this
combination a new methodology. For both problems, for simplicity, the fractional para-
meter is taken into account only in the advective term. Fractional solutions are more
general than traditional solutions, in the sense that considering the whole order in the
fractional parameter produces the traditional solution. From a mathematical point of
view, it should be noted that the solutions are simple, easy to implement computationally
and converge quickly. Physically, the solutions consider the memory effect on the diffu-
sion coefficient and the fractional derivative. To evaluate the performance of the models,
numerical simulations of the proposed fractional solutions were performed using experi-
mental concentration data measured at ground level. The best results were obtained with
the models that consider derivatives of fractional order.

Keywords: Laplace decomposition method. Advection-diffusion equation. Planetary
boundary layer. Pollutant dispersion. Mathematical modeling.
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Capítulo Um

Introdução

A gestão e a proteção da qualidade do ar pressupõem o conhecimento do es-
tado do ambiente. Tal conhecimento envolve um aspecto propriamente cognitivo e um
interpretativo. A rede de monitoramento, juntamente com o inventário das fontes de
emissão, é de fundamental importância para a construção do quadro cognitivo, mas não
do interpretativo. Na realidade, o controle da qualidade do ar requer um instrumento
interpretativo capaz de extrapolar no espaço e no tempo os valores medidos nas posições
dos analisadores. No entanto, a melhoria da atmosfera pode ser obtida somente com pla-
nos que reduzam as emissões e, então, com instrumentos (como um modelo matemático
de dispersão na atmosfera) capazes de ligar a causa (a fonte) de poluição com o efeito (a
concentração do poluente). Portanto, somente com modelos matemáticos é possível fazer
previsões ou simular campos de concentração em conexão com políticas de limitação da
liberação de poluentes em concordância com planos de melhoria da qualidade de vida da
população, conforme citam Moreira & Tirabassi (2004).

A modelagem matemática sempre atraiu a atenção de pesquisadores em todo o
mundo em vários campos da ciência, segundo Saba, Quiñones-Bolaños & López (2018),
Succurro & Ebenhöh (2018). Nesse contexto, a modelagem da poluição do ar está entre as
áreas mais desafiadoras, pois a turbulência atmosférica desempenha um papel fundamen-
tal na dispersão de poluentes com o surgimento de difusão anômala. O comportamento
não diferenciável no crescimento da largura das plumas está diretamente relacionado à
estrutura fractal do campo de velocidade turbulenta, onde a escala de tamanho das flu-
tuações geralmente é muito grande em comparação à escala média, conforme preconizam
Mandelbrot & Mandelbrot (1982), Sreenivasan & Meneveau (1986). Portanto, a equação
clássica de difusão-advecção não explica completamente a difusão de poluentes, uma vez
que os parâmetros do sistema geralmente crescem mais rapidamente do que as soluções
obtidas usando modelos clássicos, Moreira & Vilhena (2009). No entanto, os modelos
Eulerianos tradicionais (que usam a equação de difusão-advecção) são os mais frequen-
temente utilizados para modelar a dispersão de poluentes na atmosfera, Moreira et al.
(2005a), Moreira et al. (2005b), Moreira et al. (2005c), Guerrero et al. (2012).

Diferentemente da difusão comum, onde o deslocamento quadrático médio au-
menta linearmente com o tempo (σ2 ∝ t), o deslocamento quadrático médio não é linear
na difusão anômala (σ2 ∝ tα) (se α > 1, o fenômeno é chamado de super-difusão e, se
α < 1 , é chamdado de sub-difusão), Metzler et al. (2014). Devido à sua natureza uni-
versal, a difusão anômala desempenha um papel fundamental na análise de muitos tipos
de sistemas físicos, Berryman (1977), Shlesinger, Klafter & West (1986), Shlesinger, West
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Capítulo Um

& Klafter (1987), Peng et al. (1993), Spohn (1993), Bychuk & O’Shaughnessy (1995),
Stephenson (1995), Yu & Leitner (2003). Historicamente, a difusão anômala foi observada
pela primeira vez na natureza na dispersão de poluentes. Em 1926, Richardson mediu
os aumentos de largura das plumas de fumaça geradas por fontes pontuais localizadas
em um campo de velocidade turbulento, Richardson (1926). Com base nas observações,
Richardson especulou que a velocidade do ar turbulento, que possui uma estrutura não di-
ferenciável, pode ser descrita aproximadamente pela função Weierstrass, Piranian (1966).
Essa inferência foi motivada em parte pela observação de que a largura da pluma de fu-
maça cresce com tα (α ≥ 3), diferente da difusão comum, onde α = 1. Para lidar com
a difusão anômala, é comum modificar os modelos Eulerianos assumindo que a estru-
tura física do escoamento turbulento e campos de velocidade são descritas por complexos
coeficientes de difusão e perfis médios de velocidade que são funções das coordenadas
espaciais, Wyngaard (1988). Essas funções são geralmente escolhidas para ajustar dados
experimentais ou são obtidas da teoria da difusão estatística de Taylor, Taylor (1922).
Como um meio alternativo de levar em conta a dispersão anômala, um importante avanço
na modelagem matemática surgiu recentemente com o crescente interesse em derivadas
fracionárias, Podlubny (1998), conhecido como generalização do cálculo integral e diferen-
cial, Debnath (2007). De fato, existe uma tendência natural de usar o cálculo fracionário
nas mais diversas áreas do conhecimento, incluindo métodos numéricos para resolver a
equação de Navier-Stokes, Xu, Jiang & Yu (2017).

Um importante avanço na modelagem matemática surgiu recentemente com o
novo interesse em derivadas fracionárias. O tópico foi mencionado pela primeira vez na
conhecida troca de correspondência entre Leibniz e L’Hôpital, em 1695, sobre derivadas de
ordem não inteira, Oldham & Spanier (1974). Apesar de várias contribuições subsequen-
tes para o desenvolvimento do conceito, foi apenas na década de 1970, ou seja, quase três
séculos depois, que o assunto foi debatido na primeira conferência internacional sobre cál-
culo fracionário e suas aplicações nas ciências, Ross (1974). Vários trabalhos discutiram
os aspectos matemáticos e físicos desse importante tema, conhecido como a generalização
do cálculo integral e diferencial, Debnath & Bhatta (2007). Apesar dos grandes avanços
realizados em soluções numéricas de equações, ainda há um grande interesse em soluções
analíticas de equações diferenciais, incluindo o uso de cálculo fracionário, especialmente
equações diferenciais fracionárias, para descrever muitos fenômenos naturais, cônsono
Zaslavsky (1994), Meerschaert & Tadjeran (2004), Gorenflo & Mainardi (2009), Schumer,
Meerschaert & Baeumer (2009). No entanto, derivadas fracionárias foram usadas apenas
recentemente em aplicações práticas, Debnath (2003), Moreira & Moret (2018), Moreira
& Santos (2019). O cálculo fracionário tornou-se uma ferramenta muito útil para o estudo
da dispersão anômala e outros processos de transporte, sendo dada maior atenção inicial-
mente às aplicações em ambientes hidrológicos e porosos, Benson, Meerschaert & Revielle
(2013), Deseri & Zingales (2015). Em ambientes atmosféricos, as equações diferenciais
tradicionais não descrevem adequadamente o problema da difusão turbulenta porque as
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derivadas usuais não são bem definidas no comportamento não diferenciável introduzido
pela turbulência. As equações clássicas não explicam completamente a dispersão anômala
dos poluentes, porque os parâmetros do sistema geralmente crescem mais rapidamente do
que as soluções obtidas pelos modelos clássicos, dando origem ao efeito memória, que
geralmente é considerado apenas em relação ao coeficiente de difusão dependente da dis-
tância da fonte.

Em problemas atmosféricos, o transporte de um poluente sob os efeitos combina-
dos de advecção e difusão é descrito pela equação de difusão-advecção. Muitos processos
físicos podem ser modelados com essa equação usando a conhecida teoria de Fick, Athayde
(2019). Um exemplo é a poluição atmosférica decorrente de causas naturais ou antropo-
gênicas, que foi sistematicamente modelada com equações diferenciais de ordem inteira
tradicionais usando soluções analíticas, Moreira et al. (2005a), Moreira et al. (2005b), Mo-
reira et al. (2005c), Moreira & Vilhena (2009), Moreira et al. (2014), Sharan & Modani
(2006), Essa, Etman & Embaby (2007), Guerrero et al. (2012), Pimentel et al. (2014).
No entanto, recentemente foram propostas soluções analíticas para a equação de difusão-
advecção bidimensional fracionária, Goulart et al. (2017), Moreira & Moret (2018), Acioli,
Xavier & Moreira (2019), Moreira & Santos (2019). Tendo em vista que os erros nos mo-
delos matemáticos podem surgir da modelagem de fenômenos físicos e de erros numéricos,
as soluções analíticas permitem eliminar erros numéricos nas soluções de equações, exceto
os erros de arredondamento. Portanto, torna-se possível realizar análises mais realistas
dos erros que surgem da modelagem matemática dos fenômenos físicos. Os modelos ma-
temáticos propostos neste trabalho não resolvem a equação de difusão-advecção como é
tradicionalmente expressa, mas modifica a estrutura matemática dessa equação para re-
presentar mais realisticamente a evolução espacial da concentração de poluentes dispersos
na atmosfera. Portanto, são introduzidos operadores fracionários na equação que governa
a dispersão de poluentes na camada limite planetária (CLP).

Basicamente, neste trabalho apresentam-se soluções analíticas para a equação de
difusão-advecção, bidimensional e tridimensional fracionária, para simular a dispersão de
poluentes na atmosfera. A novidade mais importante reside na combinação do método
da decomposição por Laplace (LDM), Adomian (1994), Jafari & Daftardar-Gejji (2006)
e da técnica de transformada integral generalizada (GITT), Cotta (1993), Costa et al.
(2006), juntamente com a consideração do efeito de memória no coeficiente de difusão e
na derivada fracionária. Ao se combinar os métodos LDM e GITT, obtém-se uma nova
técnica para aobtenção de soluções analíticas para problemas lineares e não lineares.
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1.1 Definição do problema

A busca de soluções analíticas para os problemas de dispersão é um dos principais
objetivos das pesquisas na área de modelagem matemática da dispersão de poluentes na
atmosfera. No entanto, as soluções analíticas encontradas na literatura são basicamente
para problemas lineares e equações diferenciais de ordem inteira. A metodologia empre-
gada nesta pesquisa pode ser utilizada para resolver equações diferenciais não lineares e
de ordem fracionária, sendo, portanto, um método mais geral.

1.2 Objetivos

1.2.1 Geral

Obter novas soluções analíticas da equação de difusão-advecção fracionária, bidi-
mensional e tridimensional, com coeficientes de difusão dependentes da distância longitu-
dinal da fonte, utilizando-se os métodos LDM, GITT e a derivada conformável.

1.2.2 Objetivos específicos

a) Propor novos modelos matemáticos através da modificação da equação de
difusão-advecção usual com a introdução de derivadas fracionárias;

b) Obter soluções da equação de difusão-advecção fracionária, bidimensional e
tridimensional, estacionária, usando a derivada fracionária de acordo com Caputo;

c) Obter soluções da equação de difusão-advecção fracionária, bidimensional e
tridimensional, estacionária, usando o conceito de derivada conformável;

d) Comparar os resultados das soluções dos modelos propostos em problemas
atmosféricos com dados experimentais na literatura.

1.3 Hipótese

As equações diferenciais fracionárias representam melhor o processo de dispersão
turbulenta em problemas atmosféricos.
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1.4 Aspectos Metodológicos

A equação de difusão-advecção de ordem inteira é amplamente utilizada para
modelar a dispersão de poluentes atmosféricos, mas a de ordem não-inteira é considerada
a generalização da equação tradicional. Para obter-se a solução analítica de uma equação
diferencial fracionária, em princípio, existem duas alternativas básicas:

a) usar uma definição de derivada fracionária, onde se pode destacar as mais popu-
lares que são Riemann-Liouville (R-L) e Caputo, cada qual com suas vantagens
e desvantagens, Garrappa, Kaslik & Popolizio (2019), e aplicar uma transfor-
mada integral (Laplace ou Fourier, por exemplo), ou

b) usar a definição de derivada conformável, Khalil et al. (2014), a qual transforma
a derivada fracionária em uma derivada de ordem inteira, e aplicar uma trans-
formada integral usual. Neste trabalho optou-se por soluções em séries, as quais
permitem a obtenção de soluções de equações com coeficientes variáveis.

Convém mencionar que no âmbito da elaboração deste trabalho optou-se por
soluções em séries, as quais permitem a obtenção de soluções de equações com coeficientes
variáveis.

De início aplicou-se o método LDM. Esse método é um algoritmo numérico, base-
ado na técnica de transformação por Laplace, para resolver equações diferenciais ordiná-
rias e parciais não lineares. O método é muito adequado para problemas físicos porque não
requer linearização desnecessária, perturbação ou outros métodos restritivos ou suposições
que possam alterar o problema que está sendo resolvido, às vezes consideravelmente.

Em seguida aplicou-se a GITT, que na verdade é um método híbrido bem co-
nhecido que tem sido empregado para resolver uma ampla gama de problemas diretos
e inversos, nas áreas de transferência de calor e mecânica de fluidos, conforme citam
Cotta (1993), Cotta & Mikhailov (1997), Cotta, Ungs & Mikhailov (2003), Cheroto et
al. (1999). As principais etapas deste método são a construção do problema auxiliar de
Sturm-Liouville associado ao problema original; a determinação da técnica de transforma-
ção integral em série; bem como, a substituição dessa expansão no problema original. Este
procedimento leva a um conjunto de equações diferenciais ordinárias que são resolvidas
classicamente por métodos numéricos.

1.5 Organização da Tese

Este documento apresenta cinco capítulos e está estruturada da seguinte forma:
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Capítulo 1 - Introdução: Fornece a motivação e os objetivos do trabalho;

Capítulo 2 - Estado da arte: Apresenta uma revisão bibliográfica do trabalho realizado
na área do tema abordado;

Capítulo 3 - Metodologia: Apresenta os conceitos de derivadas fracionárias, os métodos
GITT e MDL e as soluções 2D e 3D da equação de difusão-advecção;

Capítulo 4 - Resultados Numéricos: Evidencia os resultados das simulações das soluções
2D e 3D, apresentando os resultados preliminares das simulações considerando as soluções
com a derivada de Caputo e Conformável;

Capítulo 5 - Considerações finais tecendo os resultados obtidos comparando-os com a
proposta inicial apresentada.
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Estado da Arte

A equação de difusão-advecção tem sido amplamente utilizada em modelos para
determinação do campo de concentração de contaminantes na CLP. A primeira solução
desta equação foi desenvolvida por Fick, no século XlX, usando o método Gaussiano. Na
solução, o coeficiente de difusão e a velocidade do vento eram constantes com a altura, e
as condições de contorno consideradas foram de fluxo nulo de poluentes no limite inferior
e superior da CLP. Tais condições de contorno são usualmente utilizadas nas soluções
analíticas da equação de difusão-advecção.

No entanto, muitos avanços e alternativas de soluções têm surgido desde então.
Inicialmente, com o objetivo de resolver esta equação, é possível classificar os métodos
nas seguintes categorias: numérico, semi-analítico e analítico. Existe uma vasta litera-
tura sobre as aproximações numéricas. Para ilustração podem ser citados os trabalhos
de Brebbia & Brebbia (1981), Chock, Sun & Winkler (1996), Sharan, Kansa & Gupta
(1997), Zienkiewicz & Taylor (2000), Huebner et al. (2001), Rizza et al. (2003), entre ou-
tros. Considerando-se os métodos semi-analíticos podem ser mencionados os trabalhos de
Parlange (1971), Dyke (1975), Henry, Wang & Gebhart (1991), Degrazia, Moreira & Vi-
lhena (2001), Grisogono & Oerlemans (2001), Mangia et al. (2002), Moreira et al. (2005a),
Moreira et al. (2005c), Moreira et al. (2005d), etc. Existe na literatura várias soluções
analíticas, onde podem ser citados principalmente os seguintes trabalhos: Smith (1957),
Scriven & Fisher (1975), Yeh & Huang (1975), Beryland (1975), Demuth (1978), Ulden
(1978), Huang (1979), Nieuwstadt (1980), Tirabassi, Tagliazucca & Zannetti (1986), Ti-
rabassi (1989), Ulden (1992), Chrysikopoulos, Hildemann & Roberts (1992), Singh, Yadav
et al. (1996), Lin & Hildemann (1996), Huang (1999), Tirabassi (2003), Sharan & Gopa-
lakrishnan (2003) entre outros. Porém, todas estas soluções analíticas são obtidas para
derivadas de ordem inteira fazendo-se fortes restrições sobre a velocidade do vento e os
coeficientes de difusão que, de certa forma, são considerados constantes.

Logicamente, para situações mais complexas deve-se usar um método numérico,
o qual resolve numericamente, por exemplo, por diferenças finitas ou volumes finitos, a
equação de difusão-advecção. No entanto, ressalta-se aqui que a importância das soluções
analíticas vem do fato de que este tipo de solução permite entender melhor o fenômeno
físico, uma vez que a solução é escrita em uma forma fechada, mostrando explicitamente a
dependência de todos os parâmetros físicos. Desta forma, é possível investigar a influência
destes parâmetros sobre a solução e também fazer uma análise da sensibilidade da solução,
inclusive testar um modelo numérico.
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Evidencia-se que nas últimas duas décadas foram obtidas soluções aplicando-se
a técnica semi-analítica ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method), a qual tem
sido utilizada para uma grande variedade de problemas Vilhena et al. (1998), Degrazia,
Moreira & Vilhena (2001), Mangia et al. (2002), Moreira et al. (2005a), Moreira et al.
(2005b), Moreira et al. (2005c), Moreira et al. (2005d), Moreira, Tirabassi & Carvalho
(2005e), Moreira et al. (2006a), Moreira & Vilhena (2009), Moreira et al. (2014). Neste
método, o domínio (CLP) é dividido em várias subcamadas e em cada uma delas são
tomados valores médios para os coeficientes de difusão e velocidade do vento. Assim, o
problema de coeficiente variável é substituído por um conjunto de problemas com coefi-
cientes constantes (médios), acoplados por condições de continuidade de concentração e
fluxo de poluentes nas interfaces. A solução em cada subcamada é obtida pelo uso da
transformada de Laplace com inversão numérica. É importante salientar que esta me-
todologia permitiu a solução tridimensional da equação de difusão-advecção, mas com a
combinação do método ADMM mais a técnica GITT Costa et al. (2006).

Mais recentemente, outra solução foi obtida com sucesso utilizando-se o método
GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique). Este método é totalmente
analítico, resolvendo a equação com coeficientes dependentes da variável vertical e compre-
ende os seguintes passos: solução de um problema associado de Sturm-Liouville, expansão
da concentração de poluentes em uma série em termos das autofunções, substituição desta
expansão na equação de difusão-advecção e, finalmente, tomar os momentos (integração).
Esse procedimento leva a um conjunto de equações diferenciais ordinárias chamadas de
problema transformado. Esse problema é resolvido pela técnica da transformada de La-
place e diagonalização, conforme citam Wortmann et al. (2005), Moreira et al. (2005d),
Moreira et al. (2006b), Moreira & Vilhena (2009), Buske et al. (2007a), Buske et al.
(2007b), Tirabassi et al. (2008). Nesta mesma linha de pesquisa, mas usando outras téc-
nicas, podem ser citados os trabalhos de Sharan & Modani (2006), Guerrero et al. (2012)
e Pimentel et al. (2014). Salienta-se ainda que, apesar do avanço, todas estas soluções
analíticas são obtidas para derivadas de ordem inteira.

O primeiro trabalho a levar em consideração a ideia de derivada fracionária na
equação de difusão-advecção, em problemas de dispersão de poluentes atmosféricos, foi o
de Goulart et al. (2017). No entanto, apesar da ideia inovadora, o trabalho apresentou
uma solução da equação considerando coeficientes constantes pelo método de separação de
variáveis. Mais recentemente, surgiram os trabalhos de Moreira & Moret (2018), Acioli,
Xavier & Moreira (2019), Moreira & Santos (2019), e Palmeira, Xavier & Moreira (2019).
O trabalho deMoreira & Moret (2018) propôs um método que usa a GILTT modificada
para resolver o problema transformado com uma derivada fracionária no termo advectivo.
O trabalho de Acioli, Xavier & Moreira (2019) mostrou uma solução usando o método
LDM e método de perturbação por homotopia Adomian (1994), He (1999), Ghorbani
(2008), contudo, sendo usado somente para coeficientes constantes quando considerada
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a derivada fracionária. O trabalho de Palmeira, Xavier & Moreira (2019) mostra uma
nova equação de difusão-advecção fracionária que governa a formação de um poluente
secundário (dióxido de enxofre em sulfato) e considera os processos de remoção do poluente
da atmosfera. A equação é resolvida usando uma a técnica da transformada de Laplace,
considerando uma CLP verticalmente não homogênea pelo método ADMM Moreira &
Vilhena (2009).

Mais recentemente, Palmeira, Xavier & Moreira (2019) apresentou uma solução
analítica da equação bidimensional fracionária com um modelo evolutivo bi-fluxo, que
representa uma modificação da lei de Fick, também usando o método LDM, mas para
coeficientes constantes. É importante mencionar que todos esses trabalhos têm em comum
a derivada fracionária apenas no termo advectivo da equação bidimensional, considerando
a derivada de Caputo.

Portanto, a presente tese permitirá estudar o processo de dispersão de poluen-
tes na atmosfera utilizando-se uma nova abordagem na solução da equação de difusão-
advecção, o que representará um avanço significativo, uma vez que estará resolvendo o
problema tridimensional de dispersão de poluentes de uma forma mais abrangente e rea-
lística. Cabe ressaltar que este novo método poderá ser utilizado na solução de problemas
que envolvam equações diferenciais lineares e não lineares em vários campos da ciência,
em particular, com aplicação direta nas ciências ambientais.
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Metodologia

3.1 Preliminares

De acordo com capítulos anteriores, os modelos de ordem fracionária são uma
generalização da clássica modelagem de ordem inteira. Porém, esses modelos necessitam
também de técnicas mais gerais, a fim de fornecerem soluções analíticas em forma fechada
e/ou estudos qualitativos das soluções. Geralmente, essas técnicas não são suficientes para
muitos casos práticos relevantes. Portanto, existe uma demanda substancial por técnicas
eficientes para lidar com derivadas fracionárias e integrais e equações envolvendo esses
operadores. Desta forma, o objetivo nesta parte preliminar é mostrar as equações básicas
para o desenvolvimento do trabalho, sem entrar em aspectos particulares de algumas
definições, muitas das quais ainda estão em andamento na literatura atual. Por exemplo,
a derivada de Caputo é usada como definição de derivada fracionária pelo fato de levar em
conta as condições iniciais do problema físico, algo que a derivada de Rieman-Liouville não
leva em conta Garrappa, Kaslik & Popolizio (2019). De modo geral muitas das definições
não obedecem às regras do cálculo diferencial e integral, já bem estabelecidas no cálculo
de ordem inteira, a saber, por exemplo, derivada de uma constante deve ser zero e deve
obedecer a regra da cadeia. Salienta-se de que esta discussão, ainda está sendo debatida
pela comunidade científica. Desta forma, o fato de se levar em conta somente no termo
advectivo a derivada fracionária na equação de difusão-advecção é, de fato, uma escolha
para evitar estes problemas em aberto. Neste sentido, surgiram as derivadas conformáveis
Khalil et al. (2014), onde alguns destes problemas são de alguma forma eliminados e a
equação fracionária pode ser resolvida como se fosse de ordem inteira, ou seja, da forma
tradicional.

3.1.1 Notação usual

O nome cálculo fracionário é o nome para a teoria de integrais e derivadas de
ordem arbitrária, a qual unifica e generaliza as noções de diferenciação e integração de
ordem inteira. Assim, é possível considerar a sequência infinita de integrais e derivadas
escrita como,

...

∫ t

a

dτ2

∫ t2

a

f (τ1) dτ1,

∫ t

a

f (τ1) dτ1, f (t) ,
df (t)

dt
,
d2f (t)

dt2
, ...
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A derivada de ordem arbitrária α (real) pode ser considerada como uma interpo-
lação desta sequência de operadores, sendo a notação usual dada por:

aD
α
t f (t) (3.1)

O nome curto dado para derivadas de ordem arbitrária é "derivada fracionária".
Os subscritos a e α são os dois limites relacionados à operação de diferenciação fracionária.
A equação diferencial fracionária é uma equação que contém derivada fracionária; uma
equação integral fracionária é uma equação integral que contém uma integral fracionária.
Um sistema de ordem fracionária significa um sistema descrito por uma equação diferencial
fracionária ou uma equação integral fracionária ou por um sistema de tais equações.

3.1.2 Derivada Fracionária: definição de Caputo

A derivada fracionária de Caputo foi proposta pelo italiano Michele Caputo, em
1969. Apresenta sua origem na definição da derivada fracionária de Riemann-Liouville
em que, a derivada de ordem arbitrária equivale à derivada de ordem inteira de uma
integral de ordem arbitrária, enquanto na formulação de Caputo a derivada de ordem
arbitrária é a integral de ordem arbitrária de uma derivada de ordem inteira, ou seja, há
uma inversão na ordem dos operadores Gorenflo & Mainardi (2009), Machado, Mainardi
& Kiryakova (2015), Teodoro, Machado & Oliveira (2019). Para muitos autores, é mais
conveniente adotar a formulação de Caputo, pois diferente da formulação de Riemann-
Liouville, a derivada de uma constante é nula e pode ser interpretada como uma taxa de
variação, e o outro motivo é que a derivada de Caputo depende de condições iniciais dadas
nas derivadas usuais da função (que são fisicamente interpretadas), enquanto que na de
Riemann-Liouville depende de condições na integral fracionária que não tem interpretação
física trivial. Portanto, neste trabalho utilizou-se a definição de Caputo, sendo a mesma
dada por:

CDα
t f (t) =

 1
Γ(n−α)

∫ t
0

f (n)(τ)

(t−τ)α+1−ndτ, n− 1 < α < n

dn

dtn
f (t) , α = n

(3.2)

onde f (n) representa a derivada de ordem inteira n em relação à variável t, e C represnta
a derivada de Caputo.
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3.1.3 A Transformada de Laplace via Caputo

A transformada de Laplace de uma derivada fracionária dada pela fórmula de
Caputo é representada por Podlubny (1998):

£
{
CDα

t f(t)
}

= sαF (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), n− 1 < α ≤ n (3.3)

onde s é a variável transformada. Portanto, no caso deste trabalho,

£
{
CDα

xf(x)
}

= sαF (s)− sα−1f(0), < α ≤ 1 (3.4)

Neste ponto, é importante mencionar que o cálculo fracionário é uma ferramenta
recém-desenvolvida que tem sido usada para modelar sistemas complexos. Apesar do
intrincado contexto matemático, o cálculo fracionário é uma generalização da diferenciação
e integração em ordens arbitrárias não inteiras. Nesse contexto, a derivada fracionária
representa uma nova ferramenta para modelar sistemas complexos. Desta forma, várias
ferramentas para resolver equações fracionárias podem ser encontradas na literatura, nas
quais a conhecida transformada de Laplace é frequentemente aplicada. A transformação
de Laplace da derivada fracionária de Caputo é uma generalização da transformação de
Laplace de derivada de ordem inteira. Essa ferramenta é muito importante porque permite
a utilização de valores iniciais de derivadas clássicas de ordem inteira com interpretações
físicas conhecidas Podlubny (1998).

3.1.4 A Função de Mittag-Leffler

A função de Mittag-Leffler (M-L) é a generalização da função exponencial, a qual
pode ser introduzida como uma função de somente um parâmetro pela série:

Eα(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ (αk + 1)
(3.5)

Se α = 1, resulta a conhecida e tradicional função exponencial,
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E1(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ (k + 1)
= et (3.6)

3.1.5 Derivada Fracionária Conformável

A derivada conformável representa uma nova e fácil definição de derivada fracio-
nária Khalil et al. (2014), embora alguns autores não a definam como derivada fracionária
Ortigueira & Machado (2015), Tarasov (2018). Esta nova definição mostra ser uma exten-
são natural da derivada usual, e satisfaz praticamente todas as propriedades do cálculo,
onde todas as outras definições de derivadas fracionárias falham, pois não satisfazem a
derivada do produto e do quociente de duas funções e regra da cadeia, por exemplo.

Se f é diferencial, então,

Tα [f(t)] = t1−α
df(t)

dt
(3.7)

onde Tα representa a derivada fracionária conformável.

3.2 Método de Decomposição por Laplace

O método LDM (muitas vezes chamado de Adomian Decomposition Method,
quando usa os polinômios de Adomian) Adomian (1994), pode reduzir a quantidade de
trabalho computacional necessário para resolver uma equação diferencial e melhorar a
precisão dos resultados. O método LDM permite a solução de equações diferenciais parci-
ais (EDPs) não-lineares e lineares com coeficientes variáveis. Para simplificar, a seguinte
equação é tomada como exemplo; é uma equação diferencial parcial de ordem inteira
(segunda ordem), não linear e não homogênea:

Lu(x, t) +Ru(x, t) +Nu(x, t) = h(x, t) (3.8)

onde L = ∂2

∂t2
é um operador linear, N é um operador não linear, h(x, t) é o termo fonte,

e as condições iniciais são as seguintes:

13



Capítulo Três 3.2. Método de Decomposição por Laplace

u(x, 0) = f(x),
∂u(x, 0)

∂t
= g(x) (3.8a)

No método LDM, o primeiro passo é a aplicação, em ambos os lados da (Equação
(3.8)), da transformada de Laplace £ na variável t(t→ s):

£ [Lu (x, t)] + £ [Ru (x, t)] + £ [Nu (x, t)] = £ [h (x, t)] (3.9)

resultando em,

£ [u(x, t)] =
f(x)

s
+
g(x)

s2
+

1

s2
£ [h(x, t)]− 1

s2
£ [Ru(x, t)]− 1

s2
£ [Nu(x, t)] (3.10)

O segundo passo envolve a representação da solução através de uma série infinita:

u(x, t) =
∞∑
n=0

un(x, t) (3.11)

onde o operador não linear pode ser escrito como:

Nu(x, t) =
∞∑
n=0

An (3.12)

onde An são os polinômios de Adomian que podem ser calculados pela seguinte expressão:

An =
1

n!

dn

dλn

[
N

(
∞∑
i=0

λiui

)]
λ=0

, n = 0, 1, 2, ... (3.13)

Usando as (Equações (3.11)) e (3.12) na (Equação (3.10)), a seguinte (Equação
(3.14)) é obtida:
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£

[
∞∑
n=0

un(x, t)

]
=
f(x)

s
+
g(x)

s2
+

1

s2
£ [h(x, t)]− 1

s2
£

[
R
∞∑
n=0

un(x, t)

]
− 1

s2
£

[
∞∑
n=0

An

]
(3.14)

comparando ambos os lados da (Equação (3.14)),

£ [u0 (x, t)] =
f (x)

s
+
g (x)

s2
+

1

s2
£ [h (x, t)] = K (x, s) (3.14a)

£ [u1 (x, t)] = − 1

s2
£ [Ru0 (x, t)]− 1

s2
£ [A0] (3.14b)

£ [u2 (x, t)] = − 1

s2
£ [Ru1 (x, t)]− 1

s2
£ [A1] (3.14c)

Em geral, a relação recursiva é dada por,

£ [un+1 (x, t)] = − 1

s2
£ [Run (x, t)]− 1

s2
£ [An] , n ≥ 0 (3.14d)

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace nas (Equações (3.14a)), (3.14b),
(3.14c) e (3.14d), a relação recursiva é dada por,

u0 (x, t) = K (x, t) (3.15)

un+1(x, t) = −£−1

[
1

s2
£ [Run (x, t)] +

1

s2
£ [An]

]
, n ≥ 0 (3.16)

onde K(x, t) representa a expressão que surge do termo fonte e das condições
iniciais.
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3.3 GITT

A GITT é um método híbrido bem conhecido que resolveu uma ampla classe de
problemas diretos e inversos, principalmente na área de Transferência de Calor e Mecânica
dos Fluidos Cotta (1993). Para aplicar a GITT é escolhido um problema de autovalor
associado, que possui condições de contorno semelhantes, chamado de Sturm-Liouville:

ψ
′′

n (y) + β2
n(y) = 0, 0 < y < Ly (3.17)

onde as condições de contorno são as mesmas do problema original,

ψ
′

n (y) = 0, y = 0, Ly (3.18)

cuja solução é dada por (autofunções),

ψn(y) = cos (βny) (3.19)

onde βn = nπ
Ly

(n = 0, 1, 2, 3, ...) são as raízes positivas de sen (βnLy) = 0 (autovalores).
Após aplicar os procedimentos tradicionais, surge o problema transformado. Assim, após
a solução do problema transformado c(x), tem-se a solução final dada por:

c(x, y) =
∞∑
o

cn (x)ψn (y) (3.20)

3.4 Soluções da Equação de Difusão-Advecção

Neste ponto, se têm os aspectos matemáticos básicos para seguir com as soluções
propostas no trabalho: problema bidimensional e tridimensional resolvidos considerando-
se a derivada de Caputo e conformável.

A equação de difusão-advecção escrita na forma geral é dada por:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
+Kx

∂2c

∂x2
+Ky

∂2c

∂y2
+Kz

∂2c

∂z2
+ S (3.21)
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Capítulo Três 3.4. Soluções da Equação de Difusão-Advecção

onde c representa a concentração do poluente; u, v e w são as velocidades médias do vento
nas direções longitudinal, transversal e vertical, respectivamente. Da mesma forma, Kx,
Ky e Kz são os coeficientes de difusão nas direções longitudinal, transversal e vertical,
respectivamente; S representa um termo fonte/sumidouro. Como, normalmente, todos os
parâmetros dependem das variáveis x, y, z e t, algumas hipóteses simplificativas devem
ser feitas para obtenção de uma solução analítica.

Considera-se o eixo x do sistema de coordenadas Cartesiano alinhado na direção
da velocidade longitudinal média do vento u, o eixo y alinhado com a direção transversal
da velocidade média do vento v, e o eixo z alinhado com a velocidade média do vento w
em relação a direção vertical, com as seguintes hipóteses:

i) estado estacionário, ∂c
∂t

= 0;

ii) as velocidades do vento v e w nas direções transversal e vertical, respectiva-
mente, são nulas, v, w = 0;

iii) o termo advectivo na direção x é muito maior que o termo difusivo na mesma
direção, u ∂c

∂x
� Kx

∂2c
∂x2

;

iv) sem reação química, S = 0 (equação linear);

v) no caso em estudo, a velocidade do vento u na direção longitudina é constante
(normalmente são medidas experimentalmente em 10 m de altura) e os termos difusivos
são dependentes apenas da variável espacial x, ou seja, Ky = Ky(x), Kz = Kz(x) ;

vi) derivada fracionária somente no termo advectivo longitudinal, conforme Mo-
reira et al. (2005), Goulart et al. (2017), u ∂c

∂x
→ u ∂

αc
∂xα

.

Com as hipóteses acima, resulta

u
∂αc (x, y, z)

∂xα
= Ky (x)

∂2c (x, y, z)

∂y2
+Kz (x)

∂2c (x, y, z)

∂z2
, 0 < α ≤ 1 (3.22)

Assim, apesar de algumas hipóteses simplificativas no sentido de obter-se uma
solução analítica, este trabalho propõe resolver a equação de difusão-advecção fracionária
(bidimensional e tridimensional) utlizando-se os métodos GITT e LDM, representando
um avanço importante em problemas de dispersão de poluentes atmosféricos.
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3.4.1 Solução Bidimensional via Caputo

Inicialmente, é considerada a equação bidimensional dada por:

u
C∂αc (x, z)

∂xα
= Kz (x)

∂2c (x, z)

∂z2
, 0 < α ≤ 1 (3.23)

com x > 0, 0 < z < h (h é a altura da CLP); c é a concentração integrada lateralmente,
C representa a derivada de Caputo, α representa a ordem fracionária do operador, u é a
velocidade média longitudinal e Kz é o coeficiente de difusão vertical.

A parametrização aqui, por simplicidade, está apenas no coeficiente de difusão
Kz. Embora o coeficiente de difusão usado neste trabalho dependa apenas da distância
da fonte, a metodologia pode ser usada para coeficientes variáveis na direção vertical (u
e Kz).

Assim, o coeficiente de difusão vertical depende somente da distância longitudinal
da fonte, e é representado por:

Kz (x) =

[(σw
u

)2

u

]
xα = ωxα (3.24)

onde α tem ordem similar a ordem da derivada fracionária, Goulart et al. (2017) e σw é
o desvio padrão da velocidade vertical.

Para obtenção da solução da (Equação (3.23)) é possível fazer uma mudança de
variável da seguinte forma, Crank (1979), Moreira et al. (2014):

Xα =

∫ x

0

xα (dx)α (3.25)

Então, a (Equação (3.23)) pode ser reescrita como:

u
C∂αc (x, z)

∂xα
= ω

∂2c (x, z)

∂z2
(3.26)

Observa-se que a (Equação (3.26)) recai em uma equação com coeficiente de
difusão e velocidade do vento constantes.
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Capítulo Três 3.4. Soluções da Equação de Difusão-Advecção

Para a solução da (Equação (3.26)) é necessário determinar as condições de con-
torno. Então, as usuais condições de fluxo nulo de poluentes na superfície (solo) e no topo
da CLP são usadas:

ω
∂c

∂z
= 0, z = 0 (3.26a)

ω
∂c

∂z
= 0, z = h (3.26b)

onde h é a altura da CLP. Além disto, existe uma fonte com taxa de emissão, Q, localizada
na altura da fonte, Hs:

c (0, z) =
Q

u
δ (z −Hs) , x = 0 (3.26c)

onde a função delta de Dirac, δ (.), pode ser aproximada pela seguinte expressão:

δ (z −Hs) =
1

h

[
1 + 2

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)

]
(3.27)

onde os autovalores são dados por:

λn =
nπ

h
, n = 1, 2, 3, ... (3.28)

Logo, a condição de fonte pode ser reescrita como:

c (0, z) =
Q

uh

[
1 + 2

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)

]
(3.29)

Seguindo-se o método, aplicando-se a transformada de Laplace na variável X na
(Equação (3.26)) com a definição de Caputo, obtém-se:

u
[
sαĉ (s, z)− sα−1c (0, z)

]
= £

[
ω
∂2c (X, z)

∂z2

]
(3.30)
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rearranjando-se a equação,

ĉ (s, z) =
c (0, z)

s
+

ω

usα
£

[
∂2c (X, z)

∂z2

]
(3.31)

Aplicando-se a inversa da transformada de Laplace na Eq. (3.31):

c (X, z) = c0 + £−1

[
ω
usα

£

[
∂2c(X, z)

∂z2

]]
(3.32)

onde c0 é dado por (Equação (3.29)) (c0 = c (0, z)). Portanto, para se obter os outros
termos da solução em séries,

cn+1 = £−1

[
ω

usα
£

[
∂2c(X, z)

∂z2

]]
, n = 0, 1, 2, 3, ... (3.33)

Logo, para se obter o termo c1 :

c1 = −2Q

uh

ω

u

Xα

Γ (α + 1)

∞∑
n=1

λ2
ncos (λnz) cos (λnHs) (3.34)

onde Γ é a função Gama. Para obter-se o termo c2:

c2 =
2Q

uh

ω2

u2

X2α

Γ (2α + 1)

∞∑
n=1

λ4
ncos (λnz) cos (λnHs) (3.35)

e assim, sucessivamente. Então, agrupando-se os demais termos,

c (X, z) =
Q

uh
+

2Q

uh

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)

[
1− ωλ2

n

u

Xα

Γ (α + 1)
+
ω2λ4

n

u2

X2α

Γ (2α + 1)
− ...

]
(3.36)

logo,
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c (X, z) =
Q

uh
+

2Q

uh

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)Eα

(
−ωX

α

u
λ2
n

)
(3.37)

retornando para a variável x,

c (x, z) =
Q

uh
+

2Q

uh

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)Eα

(
−
ω
∫ x

0
f (ξ) (dξ)α

u
λ2
n

)
(3.38)

onde Eα é a função de Mittag-Leffler, a qual é intrínseca a solução de problemas com
derivadas fracionárias. Observa-se que, se f(x) = xα Jumarie (2008),

∫ x

0

ξα (dξ)α =
Γ (α + 1)

Γ (2α + 1)
x2α, 0 < α < 1

∫ x

0

(dξ)α = xα, 0 < α < 1

Portanto, obtém-se a solução final para o problema bidimensional dada por:

c (x, z) =
Q

uh
+

2Q

uh

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)Eα

[
− Γ (α + 1)

Γ (2α + 1)

(σw
u

)2

x2αλ2
n

]
(3.39)

Observa-se prontamente que a (Equação (3.39)) retorna a solução de ordem inteira
se α = 1, tal que,

c (x, z) =
Q

uh
+

2Q

uh

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)E1

[
−1

2

(σw
u

)2

x2λ2
n

]
(3.40)

onde,
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E1

[
−1

2

(σw
u

)2

x2λ2
n

]
= exp

[
−1

2

(σw
u

)2

x2λ2
n

]

Finalmente, como esperado, a (Equação (3.39)) é uma solução mais geral.

3.4.2 Solução Tridimensional via Caputo

Para contextualizar o problema, é oportuno reescrever a (Equação (3.22)). Logo,

u
C∂αc (x, y, z)

∂xα
= Ky (x)

∂2c (x, y, z)

∂y2
+Kz (x)

∂2c (x, y, z)

∂z2
, 0 < α ≤ 1 (3.41)

com 0 < z < h, 0 < y < Ly e x > 0, onde Ly representa um comprimento na direção
y que satisfaça a condição de contorno, c é a concentração de poluentes, C indica a
derivada conforme Caputo, α representa a ordem do operador fracionário, u é a velocidade
média longitudinal do vento, e Ky e Kz são os coeficientes de difusão lateral e vertical,
respectivamente.

Seguindo a proposta do trabalho, os coeficientes de difusão lateral e vertical
dependem somente da distância longitudinal

Ky(x) =
(σv
u

)2

uxα = βxα (3.41a)

Kz(x) =
(σw
u

)2

uxα = ωxα (3.41b)

onde α tem ordem similar a ordem da derivada fracionária, Goulart et al. (2017), β e ω
são constantes, σv e σw (dados medidos experimentalmente), são os desvios padrões das
velocidades lateral e vertical, respectivamente.

Além de ser uma solução tridimensional, aqui aparece outra novidade com rela-
ção à solução bidimensional anterior, pois toda equação diferencial fracionária fica com
inconsistência dimensional. Desta forma, neste primeiro momento, para ser consistente
dimensionalmente, segue-se a sugestão dada no trabalho de Gómez-Aguilar et al. (2016),
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onde é introduzido um parâmetro auxiliar φ, Moreira & Santos (2019):

d

dx
→ 1

φ1−α
dα

dxα
(3.42)

sendo a relação ((3.42)) verdadeira se o parâmetro φ tiver dimensão de comprimento.
Portanto, a representação fracional da (Equação (3.41)) com a inclusão dos coeficientes
de difusão (Equação (3.41a)) e (Equação (3.41b)), juntamente com o parâmetro φ, é dada
por:

u

φ1−α

C ∂αc (x, y, z)

∂xα
= βxα

∂2c (x, y, z)

∂y2
+ ωxα

∂2c (x, y, z)

∂z2
, 0 < α ≤ 1 (3.43)

A fração u
φu−α

afeta o termo advectivo, aumentando ou diminuindo a intensidade
da velocidade do vento. Em situações físicas típicas em que o nível de fracionalidade
é baixo, ou seja, a ordem das derivadas fracionárias α dos termos correspondentes das
equações dinâmicas se desvia levemente de um valor inteiro n (no caso, 1), que é o caso
do proposto trabalho, o termo φ1−α tem influência insignificante na velocidade do vento
u. Portanto, assume-se que φ = 1 m, tornando o lado esquerdo da (Equação (3.43))
dimensionalmente correto e a metodologia proposta permite a solução do problema sem
perda de generalidade.

A metodologia proposta pode ser usada para coeficientes variáveis. Entretanto,
para obter-se a solução da (Equação (3.43)) em uma forma geral, é possível fazer uma
mudança de variável, Crank (1979), Moreira et al. (2014)

Xα =

∫ x

0

ξα (dξ)α (3.44)

Então, a (Equação (3.41)) pode ser reescrita como:

u

φu−α
C ∂αc (x, y, z)

∂xα
= β

∂2c (x, y, z)

∂y2
+ ω

∂2c (x, y, z)

∂z2
(3.45)

Observa-se que a (Equação (3.45)) recai no caso em que os coeficientes são cons-
tantes. Para a solução da (Equação (3.45)) é necessário determinar as condições de
contorno e de fonte. Assim, são usadas as condições usuais de fluxo nulo de poluentes na
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superfície e no topo do domínio vertical:

ω
∂c

∂z
= 0, z = 0, h (3.45a)

Além disto, tem-se a seguinte condição na direção transversal (Ly é uma distância
longe da fonte):

∂c

∂y
= 0, y = 0, Ly (3.45b)

e uma fonte com taxa de emissão, Q, na altura da fonte, Hs :

c (0, y, z) =
Q

u
δ (z −Hs) δ (y − y0) (3.46)

onde Hs e y0 indicam a posição da fonte. Novamente, por conveniência, a função delta de
Dirac na direção vertical pode ser aproximada pela seguinte expressão:

δ (z −Hs) =
1

h

[
1 + 2

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)

]
(3.47)

sendo os autovalores dados por,

λn =
nπ

h
, n = 1, 2, 3, ... (3.48)

Então, a condição de fonte pode ser reescrita como:

c (0, y, z) =
Q

uh

[
1 + 2

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)

]
δ (y − y0) (3.49)

Na metodologia utilizada, o método GITT é aplicado primeiro na direção y.
A aplicação formal do método GITT começa com a escolha do problema de autovalor
associado (problema auxiliar) Cotta (1993), Cotta & Mikhailov (1997):
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ψ
′′

i (y) + λ2ψi (y) = 0, 0 < y < Ly (3.50)

com as condições de contorno,

ψ
′

i = 0, y = 0, Ly (3.51)

Para este tipo de problema de Sturm-Liouville (S-L), a solução é dada por
ψi(y) = cos (λiy), onde λi são as raízes positivas da expressão sen (λiLy) = 0. Então,
λ0 = 0 e λi = iπ/Ly. Observe que as funções ψi e λi conhecidas respectivamente como
autofunções e autovalores associados ao problema de S-L, atendem à seguinte condição
de ortonormalidade:

1

N
1
2
mN

1
2
n

∫
v

ψmψndv =

0, m 6= n

1, m = n
(3.52)

onde

Nm =

∫
v

ψ2
m (y) dv (3.53)

Seguindo o formalismo GITT, o primeiro passo é expandir a variável c (X, y, z),

c (X, y, z) =
∞∑
i=0

ci (X, z)ψi (y)

∂z2N
1
2
i

(3.54)

Substituindo-se a (Equação (3.54)) na (Equação (3.45)), resulta,

u

φ1−α

∞∑
i=0

∂αci (X, z)

∂Xα

ψi (y)

N
1
2
i

= β

∞∑
i=0

ci (X, z)
ψ
′′
i (y)

N
1
2
i

+ ω

∞∑
i=0

∂2ci (X, z)

∂z2

ψi (y)

N
1
2
i

(3.55)

O próximo passo é aplicar o operador
∫ Ly

0

ψj(y)

N
1
2
j

na (Equação (3.55)), observando

que ψ′′i (y) = −λ2
iψi. Além disto, usando a propriedade de ortonormalidade, a (Equação
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(3.55)) pode ser escrita como:

u

φu−α
C ∂αci (X, z)

∂Xα
= ω

∂2ci (X, z)

∂z2
− βλ2

i ci (X, z) ; 0 < α ≤ 1 (3.56)

onde as condições de contorno (Equação (3.45a)) permanecem inalteradas. Entretanto, a
condição de fonte é agora escrita como,

u
∞∑
i=0

∫ Ly

0

ci (0, y, z)
ψiψj

N
1
2
i N

1
2
j

dy = Qδ (z −Hs)

∫ Ly

0

δ (y − y0)ψj (y)

N
1
2
j

dy (3.57)

então,

c (0, z) =
Q

uh

[
1 + 2

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs)

]
ψi (y0)

N
1
2
i

(3.58)

O próximo passo é usar o método LDM para obter-se a solução do problema
transformado ci (X, z). Deste modo, o primeiro passo é aplicar a transformada de Laplace
na (Equação (3.56)), na variável X, obtendo-se:

£

[
u

φu−α
C ∂αci (X, z)

∂Xα

]
= £

[
ω
∂2ci (X, z)

∂z2

]
−£

[
βλ2

i ci (X, z)
]

(3.59)

logo,

u

φu−α
[
sαci (s, z)− sα−1c (0, z)

]
= £

[
ω
∂2ci (X, z)

∂z2

]
−£

[
βλ2

i ci (X, z)
]

(3.60)

Reorganizando-se a (Equação (3.60)) para obter-se ci (s, z),

ci (s, z) =
1

s
c (0, z) +

φ1−α

usα
£

[
ω
∂2ci (X, z)

∂z2

]
− φ1−α

usα
£
[
βλ2

i ci (X, z)
]

(3.61)
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Aplicando-se a transformada inversa de Laplace na (Equação (3.61)), e usando-se
o método padrão, em que a solução é representada como uma série infinita,

ci (X, z) =
∞∑
n=0

ci(n) (X, z) (3.62)

resulta,

∞∑
n=0

ci(n) (X, z) = c(0, z) + £−1

[
∞∑
n=0

φ1−α

usα
£

[
ω
∂2ci(n)(X, z)

∂z2

]]
−

−£−1

[
∞∑
n=0

φ1−α

usα
£
[
βλ2

i ci(n)(X, z)
]] (3.63)

Comparando-se ambos os lados da (Equação (3.63)), logo se tem ci(0)(X, z) =

c(0, z) dado pela (Equação (3.58)). Portanto, para obter-se os outros termos da solução
em séries tem-se a fórmula recursiva,

ci(n) (X, z) = £−1

[
φ1−αω

usα
£

{
∂2ci(n−1)(X, z)

∂z2

}]
−£−1

[
φ1−αβ

usα
£
{
λ2
i ci(n−1)(X, z)

}]
, n = 1, 2, 3, ...

(3.64)

então,

ci(1) (X, z) = £−1

[
φ1−αω

usα
£

{
∂2ci(0)(X, z)

∂z2

}]
−£−1

[
φ1−αβ

usα
£
{
λ2
i ci(0)(X, z)

}]
(3.65)

ci(2) (X, z) = £−1

[
φ1−αω

usα
£

{
∂2ci(1)(X, z)

∂z2

}]
−£−1

[
φ1−αβ

usα
£
{
λ2
i ci(1)(X, z)

}]
(3.66)
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ci(3) (X, z) = £−1

[
φ1−αω

usα
£

{
∂2ci(2)(X, z)

∂z2

}]
−£−1

[
φ1−αβ

usα
£
{
λ2
i ci(2)(X, z)

}]
(3.67)

...

Logo, agrupando-se os termos resulta:

ci (X, z) =
Q

uh

ψ (y0)

N
1
2
i

{
1− Xα

Γ (α + 1)

φ1−αβλ2
i

u
+

X2α

Γ (2α + 1)

(
φ1−αβλ

2
i

u

)2

+ ...

}
+

+
2Q

uh

ψ(y0)

N
1
2
i

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs) .

.

{
1− Xα

Γ(α + 1)

(
φ1−α (ωλ2

n + βλ2
i )

u

)
+

X2α

Γ(2α + 1)

(
φ1−α (ωλ2

n + βλ2
i )

u

)2

+ ...

}
(3.68)

onde Γ é a função Gama. Portanto, a solução é dada por:

ci (X, z) =
Q

uh

ψ(y0)

N
1
2
i

Eα

[
−Xαφ

1−αβλ2
i

u

]
+

+
2Q

uh

ψ(y0)

N
1
2
i

∞∑
n=1

cos(λnz)cos(λnHs)Eα

[
−Xα

(
φ1−α (ωλ2

n + βλ2
i )

u

)] (3.69)

resultando,

ci (X, z) =
Q

uh

ψ(y0)

N
1
2
i

Eα

[
−Xαφ

1−αβλ2
i

u

]
.

.

{
1 + 2

∞∑
n=1

cos(λnz)cos(λnHs)Eα

[
−Xαφ

1−αωλ2
n

u

]} (3.70)

Retornando para a variável x,
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ci (x, z) =
Q

uh

ψ(y0)

N
1
2
i

Eα

[
−
∫ x

0

ξα(dξ)α
φ1−αβλ2

i

u

]
.

.

{
1 + 2

∞∑
n=1

cos(λnz)cos(λnHs)Eα

[
−
∫ x

0

ξα(dξ)α
φ1−αωλ2

n

u

]} (3.71)

onde, Jumarie (2008)

∫ x

0

ξγ(dξ)α =
Γ(α + 1)Γ(γ + 1)

Γ(α + γ + 1)
xα+λ, 0 < α < 1 (3.72)

e, se γ = α,

∫ x

0

ξα(dξ)α =
Γ(α + 1)Γ(α + 1)

Γ(2α + 1)
x2α, 0 < α < 1 (3.73)

se, γ = 1 na (Equação (3.72)), resulta,

∫ x

0

ξ(dξ)α =
Γ(α + 1)

Γ(α + 2)
xα+1, 0 < α < 1 (3.74)

se, γ = 0,

∫ x

0

(dξ)α = xα, 0 < α < 1 (3.75)

Finalmente, de acordo com a (Equação (3.54)) (ψ (y0) = ψ (0) = 1), obtém-se a
solução tridimensional na forma final, dada por,

c(x, y, z) =
Q

uh

∞∑
i=0

cos (λiy)

N
1
2
i

Eα

[
−Γ(α + 1)(Γ(α + 1)

Γ(2α + 1)

(
φ1−ασv
u

)2

x2αλ2
i

]
.

.

{
1 + 2

∞∑
n=1

cos(λnz)cos(λnHs)Eα

[
−Γ(α + 1)(Γ(α + 1)

Γ(2α + 1)

(
φ1−ασw

u

)2

x2αλ2
n

]} (3.76)

Além disto, podem ser citados dois casos especiais:
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i) (Equação (3.76)) com α = 1 (solução de ordem inteira):

c(x, y, z) =
Q

uh

∞∑
i=0

cos (λiy)

N
1
2
i

.exp

[
−
(σv
u

)2 x2

2
λ2
i

]
.

.

{
1 + 2

∞∑
n=1

cos(λnz)cos(λnHs)exp

[
−
(σw
u

)2 x2

2
λ2
n

]} (3.77)

ii) (Equação (3.76)) com y = 0, z = 0, Hs = 0 (fonte ao nível do solo), e α = 1:

c(x, 0, 0) =
Q

uh

∞∑
i=0

1

N
1
2
i

.exp

[
−
(σv
u

)2 x2

2
λ2
i

]
.

{
1 + 2

∞∑
n=1

exp

[
−
(σw
u

)2 x2

2
λ2
n

]}
(3.78)

A solução dada pela (Equação (3.76)) representa um avanço importante nas solu-
ções analíticas da equação fracionária de difusão-advecção usando a combinação de GITT
e LDM, porque é uma solução mais geral, além de ser uma nova metodologia que pode
ser aplicada em outras áreas.

3.4.3 Solução Bidimensional via Derivada Conformável

Para ser consistente dimensionalmente, segue-se também a sugestão dada no tra-
balho de Gomez-Aguilar et al., (2016), onde é introduzido um parâmetro auxiliar φ dado
por Moreira & Santos (2019), conforme dado pela (Equação (3.42)):

u

φ1−α
∂αc (x, z)

∂xα
= Kz (x)

∂2c (x, z)

∂z2
, 0 < α ≤ 1 (3.79)

Logo, de acordo com a (Equação (3.7)) que representa a derivada conformável,
substitui-se na (Equação (3.79)), como segue:

u

φ1−αx
1−α∂c (x, z)

∂x
= Kz (x)

∂2c (x, z)

∂z2
(3.80)

Para ter mais rigor no aspecto dimensional, assume-se o seguinte coeficiente de
difusão vertical, a ser aplicado na (Equação (3.80)) dependente somente da distância
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longitudinal da fonte dado por Moreira & Moret (2018):

Kz (x) =
(σw
u

)2

ux = ωx (3.81)

onde ω = σw
u

2, sendo σw o desvio padrão da velocidade vertical (dados experimentais)
Arya (1995). Logo, fazendo-se as devidas substituições, resulta:

u

φ1−α
∂c (x, z)

∂x
=

ωx

x1−α
∂2c (x, z)

∂z2
(3.82)

rearranjando,

u

φ1−α
∂c (x, z)

∂x
= ωxα

∂2c (x, z)

∂z2
(3.83)

usando uma mudança de variável dada por Moreira et al. (2014),

X =

∫ x

0

xαdx =
xα+1

α + 1
(3.84)

Resultando na seguinte (Equação (3.85)) a ser resolvida:

u

φ1−α
∂c (X, z)

∂X
= ω

∂2c (X, z)

∂z2
(3.85)

Observa-se que a (Equação (3.85)) é o caso em que os coeficientes são constan-
tes, similar ao problema representado pela (Equação (3.26)). A diferença está no fato
da (Equação (3.85)) não ser mais fracionária, mas sim, uma equação de ordem inteira.
Assim, assumem-se as mesmas condições de contorno e de fonte dadas pelas (Equações
(3.26a)),(3.26b) e (3.26c).

Usando a mesma metodologia de solução, aplica-se inicialmente a transformada
de Laplacena (Equação (3.85)),

£

[
u

φ1−α
∂c (X, z)

∂X

]
= £

[
ω
∂2c (X, z)

∂z2

]
(3.86)
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seguindo os passos anteriores, obtém-se a seguinte equação solução:

c (x, z) =
Q

uh
+

2Q

uh

∞∑
n=1

cos (λnz) cos (λnHs) exp

(
φ(1−α)ω

u

xα+1

(α + 1)
λ2
n

)
(3.87)

De fato, a solução utilizando-se a derivada fracionária gera uma Mittag-Lefflere,
uma equação conformável, gera uma função exponencial. Este é um resultado bastante
interessante a ser explorado, tendo em vista que a função M-L é mais geral que a função
exponencial, ou seja, a transformação de uma equação fracionária em uma de ordem
inteira não resultou em uma solução idêntica.

3.4.4 Solução Tridimensional via Derivada Conformável

De modo idêntico a solução bidimensional usando derivadas conformáveis, tem-se
a seguinte equação,

u

φ1−αx
α−1∂c (x, y, z)

∂xα
= Ky (x)

∂2c (x, y, z)

∂y2
+Kz (x)

∂2c (x, y, z)

∂z2
, 0 < α ≤ 1 (3.88)

Assim, para uma maior consistência dimensional assumem-se os seguintes coefi-
cientes de difusão:

Ky(x) =
(σv
u

)2

uxα = βx (3.89)

Kz(x) =
(σw
u

)2

uxα = ωx (3.90)

onde β e ω são constantes, σv e σw (dados medidos experimentalmente), são os desvios
padrão da velocidade lateral e vertical, respectivamente. Portanto,

u

φ1−αx
α−1∂c (x, y, z)

∂xα
= βx

∂2c (x, y, z)

∂y2
+ ωx

∂2c (x, y, z)

∂z2
, 0 < α ≤ 1 (3.91)
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Reagrupando-se os termos e usando a mudança de variável,

Xα =

∫ x

0

xαdx =
xα+1

α + 1
(3.92)

Assim, a Equação (3.92)) pode ser reescrita como:

u

φ1−αx
α−1∂c (X, y, z)

∂xα
= β

∂2c (X, y, z)

∂y2
+ ω

∂2c (X, y, z)

∂z2
(3.93)

Observa-se novamente que é caso de coeficientes constantes e a equação é de ordem
inteira. Desta maneira, as condições usuais de fluxo zero de poluentes na superfície e no
topo do domínio vertical são usadas, na direção transversal, incluindo a condição de fonte
usada no problema tridimensional anterior. A solução resultante da (Equação (3.93)), do
problema transformado, com as respectivas condições é dada por:

ci(X, z) =
Q

uh

ψ(y0)

N
1
2
i

exp

[
−φ1−αX

βλ2
i

u

]
.

.

{
1 + 2

∞∑
n=1

cos(λnz)cos(λnHs)exp

[
−φ1−αX

ωλ2
n

u

]} (3.94)

Retornando-se a variável x, tomando-se a solução definida pela (Equação (3.94)),
finalmente se tem,

c(x, y, z) =
Q

uh

∞∑
i=0

cos (λiy)

N
1
2
i

exp

[
−φ1−α

(
xα+1

α + 1

)(σv
u

)2

λ2
i

]
.

.

{
1 + 2

∞∑
n=1

cos(λnz)cos(λnHs)exp

[
−φ1−α

(
xα+1

α + 1

)(σw
u

)2

λ2
n

]} (3.95)

Observa-se novamente, como esperado, uma solução com exponenciais tradicio-
nais. Todas as constantes importantes das derivadas fracionárias estão presentes de forma
explícita: o parâmetro fracionário α e o parâmetro de ajuste dimensional φ . Contudo, os
procedimentos para a análise da performance e para validação da solução obtida foram fei-
tos através de simulações, com os dados do tradicional experimento de Copenhagen. Cabe
ressaltar, que esta solução é a primeira da literatura obtida com derivadas conformáveis
em problemas atmosféricos.
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Resultados Numéricos

4.1 Dados Experimentais

Para avaliar o desempenho dos modelos estudados, os dados gerados simulados são
comparados com os dados observados nos experimentos de Copenhagen. Os experimentos
de dispersão, descritos em Gryning & Lyck (1984), Gryning et al. (1987), consistiram da
liberação na atmosfera do traçador SF6 (hexafluoreto de enxofre) na região ao norte de
Copenhagen. O SF6, um traçador de gás inerte, foi liberado de uma torre a uma altura
de 115 m e coletado próximo ao nível do solo em distâncias de 2 a 6 km da fonte. O
tempo de amostragem foi de 1 h. O local era principalmente residencial, com um com-
primento de rugosidade de 0,6 m. As medidas meteorológicas incluíram turbulência na
altura da liberação do traçador sendo que todos os experimentos foram realizados du-
rante o dia em condições atmosféricas moderadamente convectivas. Importante frisar que
este experimento fornece dados de concentração bidimensional (integrada lateralmente) e
tridimensional.

4.2 Simulações Bidimensionais

Os parâmetros meteorológicos para este experimento com dados bidimensionais
de concentração são apresentados na Tabela 4.1, a seguir. Observe que, neste experimento,
a concentração integrada lateralmente foi normalizada pela taxa de emissão (c/Q).
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Tabela 4.1: Parâmetros meteorológicos durante o experimento de Copenhagen.

Exp U10(ms
−1) U115(ms

−1) h (m) σw(ms
−1) x (m) c/Q(10−4sm−2)

1 2,1 3,4 1980 0,83 1900 6,28
3700 2,31

2 4,9 10,6 1920 1,07 2100 5,38
4200 2,95

3 2,4 5,0 1120 0,68 1900 8,2
3700 6,22
5400 4,3

4 2,5 4,6 390 0,47 4000 11,66
5 3,1 6,7 820 0,71 2100 6,72

4200 5,84
5100 4,97

6 7,2 13,2 1300 1,33 2000 3,96
4200 2,22
5900 1,83

7 4,1 7,6 1850 0,87 2000 6,7
4100 3,25
5300 2,23

8 4,2 9,4 810 0,72 1900 4,16
3600 2,02
5300 1,52

9 5,1 10,5 2090 0,98 2100 4,58
4200 3,11
6000 2,59

Fonte: Própria

Na Tabela 4.1, os parâmetros meteorológicos durante o experimento de Copenha-
gen são: U10 é a velocidade do vento médio medido a 10 m de altura; U115 é a velocidade
do vento médio medido a 115 m; h é a altura da CLP; σw é o desvio padrão da velocidade
vertical; x é a distância longitudinal da fonte; c/Q é a concentração integrada lateralmente
normalizada pela taxa de emissão.

Nota-se na Tabela 4.1 apresentado que é feita uma análise da convergência da
solução dada pela (Equação (3.39)) com os dados do experimento 1.
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4.2.1 Derivada Fracionária de Caputo

A Figura 4.1 a seguir mostra a convergência numérica da solução proposta para
a concentração simulada ao nível do solo para diferentes distâncias da fonte (1900 e 3700
m), considerando-se a velocidade do vento , em função do número de termos do somatório
e diferentes valores do parâmetro fracionário α (1,00; 0,95 e 0,90).

Figura 4.1: Convergência da série no modelo usando o experimento 1 de Copenhagen, com
velocidade do vento U115

Fonte: Própria

A Figura 4.1 mostra uma rápida convergência da série para concentrações ao
nível do solo com o aumento do número de termos n. Além disso, observa-se que, com a
diminuição do parâmetro α e distâncias menores da fonte, é necessário aumentar o número
de termos do somatório para obter-se a convergência desejada.

A segunda análise da solução dada pela (Equação (3.39)) é a verificação da in-
fluência do parâmetro α, o qual está intimamente relacionado ao termo advectivo que
representa o transporte de massa devido ao vento médio longitudinal. Nesse sentido, a
Figura 4.1 mostra a concentração em função da distância da fonte para diferentes ordens
fracionárias da derivada: α (0,90; 0,95 e 1,00). (experimento 1 dos dados de Copenhagen
com U115)
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Figura 4.2: Concentração integrada lateralmente ao nível do solo em função da distância da
fonte, considerando diferentes parâmetros fracionários

Fonte: Própria

Observa-se que a solução com coeficiente de difusão dependente da distância da
fonte altera a posição do pico de concentração. Além disso, está claro que o parâmetro
α influencia o processo de dispersão. Para a simulação de ordem inteira (α = 1, 00),
é observada uma concentração mais alta de poluentes na região próxima à fonte, que
tem a tendência de diminuir com o aumento da distância da fonte. À medida que α
diminui, percebe-se que o pico de concentração diminui e muda de posição (a localização
do pico de concentração é um dos parâmetros mais importantes no contexto da poluição
atmosférica), tendendo a manter a concentração em altos níveis por maiores distâncias.

A próxima análise é uma avaliação estatística das simulações do modelo para
verificar qual valor de apresenta os melhores resultados. As Tabelas 4.2 e 4.3 mostram
alguns desempenhos dos resultados do modelo usando o software de avaliação estatística,
descrito por Hanna (1989) (bootstrap resampling), com os parâmetros estatísticos definido
da seguinte maneira:

NMSE (erro quadrático médio normalizado) =(Co − Cp)
2
/Cp.Co,

FAT2 (fator de 2), fração de dados entre =0,5≤ (Cp/Co) ≤ 2
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COR (coeficiente de correlação), =(Co − Co)(Cp − Cp)/σo.σp,

FB (desvio fracional) =Co − Cp/0.5
(
Co + Cp

)
,

FS (desvio padrão) =(σo − σp) /0.5 (σo + σp) ,

onde os subscritos o e p referem-se às quantidades observadas e previstas, respectiva-
mente, e a barra superior indica um valor médio. O índice estatístico FB determina se as
quantidades previstas subestimam ou superestimam as observadas. O índice estatístico
NMSE representa a dispersão do modelo em relação à dispersão dos dados. Espera-se que
os melhores resultados tenham valores próximos de zero para os índices NMSE, FB e FS
e próximos de 1 para os índices COR e FAT2.

Nesse ponto, deve-se notar que o experimento de Copenhagen fornece dados de
velocidade do vento em duas alturas distintas, medidas a 10 m e 115 m. Portanto, é
possível analisar a solução com essas duas alturas separadamente.

A Tabela 4.2 mostra os resultados estatísticos do modelo representado pela (Equa-
ção (3.39)), considerando diferentes valores de e vento medido na altura de 115 m.

Tabela 4.2: Indicadores estatísticos de desempenho do modelo para diferentes valores de α com
velocidade do vento U115 .

Modelo NMSE COR FAT2 FB FS
α=1,00 0,36 0,84 0,83 0,43 0,57
α=0,99 0,31 0,83 0,87 0,38 0,55
α=0,98 0,26 0,83 0,91 0,33 0,53
α=0,97 0,22 0,82 0,96 0,28 0,51
α=0,96 0,19 0,82 1,00 0,23 0,49
α=0,95 0,16 0,81 1,00 0,19 0,46
α=0,94 0,14 0,81 1,00 0,14 0,43
α=0,93 0,13 0,80 0,96 0,10 0,42
α=0,92 0,12 0,79 0,87 0,07 0,38
α=0,91 0,12 0,78 0,87 0,03 0,36
α=0,90 0,12 0,76 0,87 -0,02 0,28

Fonte: Própria

A Tabela 4.2 indica que o melhor resultado ocorre para = 0, 94, com menor NMSE
(0, 14) e FAT2 de 100% (1, 00). O pior resultado ocorre com , que representa a derivada
de ordem inteira, com um NMSE mais alto (0.36) e um FAT2 mais baixo (83%).

A Tabela 4.3 mostra os resultados estatísticos do modelo considerando o vento

38



Capítulo Quatro 4.2. Simulações Bidimensionais

medido a 10 m. Além de mostrar as concentrações calculadas a partir do presente modelo,
são mostrados também os resultados de um modelo Gaussiano e da solução obtida no
trabalho de Sharan & Modani (2006), o qual considera também o coeficiente de difusão
dependente da distância da fonte (K(x)), aqui denominado modelo S-M. Essa comparação
é possível porque os resultados do modelo S-M e do modelo Gaussiano consideram a
velocidade do vento a 10 m de altura.

Tabela 4.3: Indicadores estatísticos de desempenho dos modelos para diferentes valores de α com
velocidade do vento U10 .

Modelo NMSE COR FAT2 FB FS
α=1,00 0,12 0,90 1,00 0,22 0,20
α=0,99 0,10 0,90 1,00 0,18 0,18
α=0,98 0,08 0,90 1,00 0,13 0,16
α=0,97 0,07 0,90 0,96 0,07 0,15
α=0,96 0,06 0,89 0,91 0,03 0,12
α=0,95 0,06 0,88 0,91 -0,03 0,10
α=0,94 0,07 0,87 0,91 -0,08 0,07
α=0,93 0,09 0,86 0,91 -0,14 0,05
α=0,92 0,11 0,85 0,87 -0,19 0,02
α=0,91 0,18 0,79 0,74 -0,29 -0,01
α=0,90 0,16 0,83 0,83 -0,30 -0,04
Gaussiano 0,57 0,80 0,39 0,58 0,50
S-M (2006) 0,36 0,84 0,78 0,44 0,50

Fonte: Própria

A Tabela 4.3 mostra que os melhores resultados ocorrem com α = 0, 98, apresen-
tando o menor NMSE (0, 08) e o maior FAT2 (100%). Os resultados são muito semelhantes
para α = 0, 99 e α = 1, 00, mas para α = 0, 98, os valores de FB e FS também são mais
baixos. No entanto, os resultados para todos os diferentes valores de α são melhores que
os resultados dos modelos Gaussiano e S-M. Além da análise estatística, são apresentadas
algumas figuras para uma melhor visualização dos resultados.

A avaliação diagnóstica mostra gráficos que comparam os resíduos, os quais são
a diferença ou a razão entre as concentrações observadas e previstas, para considerar a
variação em um parâmetro do modelo. Se houver uma tendência no gráfico, isso pode
indicar um erro na física do modelo. O diagrama de dispersão entre as razões das con-
centrações previstas e as observadas é mostrado na figura 4.3, que considera simulações
com a velocidade do vento na altura de 115 m. A linha ao meio é um para um, e as linhas
eternas representam um fator de dois.
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Figura 4.3: A razão entre Cp e C0 em função de C0

Fonte: Própria

A Figura 4.3 e a Tabela 4.2 mostram que o presente modelo prediz 100% dos
casos em um fator de dois usando α = 0, 94, enquanto 87% dos casos são previstos usando
α = 0, 91 e α = 0, 99.

A Figura 4.4 mostra o gráfico residual em função da distância da fonte conside-
rando simulações com velocidade do vento em 115 m . É evidente que há uma tendência
em superestimar para α = 0, 91 e subestimar para α = 0, 99. A linha do meio é um para
um e as linhas externas representam um fator de dois.
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Figura 4.4: Gráfico residual (Cp/Co) da concentração em função da distância da fonte

Fonte: Própria

O gráfico de dispersão entre as razões das concentrações previstas e observadas em
função das concentrações observadas é mostrado na Figura 4.5, considerando simulações
com velocidade do vento em 10 m. A linha do meio é um para um, e as linhas externas
representam um fator de dois.
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Figura 4.5: A razão entre Cp e C0 em função de C0

Fonte: Própria

O melhor resultado é representado com α = 0, 98 , onde todos os pontos estão
entre as linhas que representam o FAT2, considerando as simulações com uma velocidade
do vento em 10 m.

A Figura 4.6 representa o gráfico residual das concentrações previstas função das
concentrações observadas em função da distância da fonte, considerando simulações com
velocidade do vento em 10 m. A linha do meio é um para um, e já as linhas externas
representam um fator de dois.

42



Capítulo Quatro 4.2. Simulações Bidimensionais

Figura 4.6: Gráfico residual (Cp/Co) da concentração em função da distância da fonte

Fonte: Própria

Observando-se os resultados da análise estatística e das figuras, é importante men-
cionar que as diferenças entre os dados experimentais não dependem somente da solução
da equação de difusão-advecção, mas da própria equação, que é apenas um modelo da
realidade. Deve-se considerar que, ao usar modelos, embora sejam instrumentos bastante
sofisticados que refletem o estado atual do conhecimento sobre transporte turbulento na
atmosfera, os resultados que eles fornecem estão sujeitos a uma considerável margem de
erro. Isso ocorre devido a vários fatores, incluindo a incerteza da variabilidade intrínseca
da atmosfera. Essa é uma característica geral da teoria da turbulência atmosférica e é
uma consequência da abordagem estatística usada na tentativa de parametrizar, o caráter
caótico dos dados medidos.

4.2.2 Derivada Conformável

Para analisar o problema da dimensionalidade foram utilizadas diferentes escalas
de comprimento: φ = 10−3 m e φ = 1 m. O caso em que φ = 10−3 m, representa a
microescala de comprimento de Kolmogorov (η). Devido à derivada fractal que surge
com o emprego da derivada conformável está hipótese surge como uma boa alternativa.

43



Capítulo Quatro 4.2. Simulações Bidimensionais

Como é conhecido que os movimentos turbulentos envolvem uma gama de escalas; de uma
macroescala, na qual a energia é fornecida aos vórtices, a uma microescala deKolmogorov,
na qual a energia é dissipada pela viscosidade. Na CLP a microescala de Kolmogorov é
aproximadamente η = 10−3 m, Colin et al. (2017).

A primeira análise da solução dada pela (Equação (3.87)) é a verificação da in-
fuência do parâmetro α, o qual está intimamente relacionado ao termo advectivo que
representa o transporte de massa devido ao vento médio longitudinal. Nesse sentido, a
Figura 4.7 mostra a concentração em função da distância da fonte para diferentes ordens
fracionárias da derivada: α (0,90; 0,95 e 1,00), utilizando o experimento 1 dos dados de
Copenhagen com vento de 115 m.

Figura 4.7: Concentração integrada lateralmente ao nível do solo em função da distância da
fonte, considerando diferentes parâmetros fracionários

Fonte: Própria

Neste caso, observa-se que a solução com coeficiente de difusão dependente da
distância da fonte não altera (sensivelmente) a posição do pico de concentração. Além
disso, está claro que o parâmetro α influencia o processo de dispersão para maiores dis-
tâncias da fonte. Para os diferentes valores de α observou-se uma sensível concentração
mais alta de poluentes na região próxima à fonte.
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A próxima análise é uma avaliação estatística das simulações do modelo para
verificar qual valor de α apresenta os melhores resultados. A Tabela 4.4 mostra alguns
desempenhos dos resultados do modelo considerando-se a velocidade do vento medido em
115 m.

Tabela 4.4: Indicadores estatísticos de desempenho do modelo para diferentes valores de α com
velocidade do vento U115

Modelo NMSE COR FAT2 FB FS
α=0,90 0,78 0,87 0,52 0,68 0,82
α=0,91 1,73 0,85 0,13 1,00 0,78
α=0,92 1,77 0,84 0,13 1,01 0,78
α=0,93 1,82 0,83 0,13 1,02 0,76
α=0,94 1,88 0,82 0,13 1,03 0,78
α=0,95 1,01 0,88 0,30 0,78 0,84
α=0,96 1,05 0,81 0,13 1,04 0,78
α=0,97 1,98 0,80 0,13 1,05 0,78
α=0,98 2,02 0,79 0,13 1,06 0,78
α=0,99 2,06 0,79 0,13 1,06 0,78
α=1,00 1,26 0,87 0,21 0,87 0,85

Fonte: Própria

A tabela 4.4 indica que o melhor resultado ocorre para α = 0, 90, com menor
NMSE (0,78) e FAT2 de 52% (0,52). Segundo Chang & Hanna (2004), não é possível
obter-se modelos absolutamente perfeitos, utilizam-se como critérios para desempenhos
satisfatórios: FAT2 50%; -0,3 < FB < 0,3 e NMSE ≤ 0, 5.

O diagrama de dispersão representando as razões das concentrações previstas e
observadas é apresentada na Figura 4.8, que considera simulações com velocidade do vento
na altura de 115 m, φ = 1 m.
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Figura 4.8: Espalhamento da concentração de poluentes usando U115 e φ = 1 m e diferentes
valores de α

Fonte: Própria

Observa-se através da Figura 4.8 e da Tabela 4.4 que os resultados não são bons
utilizando o vento medido em 115 m, considerando-se as mudanças do parâmetro fracio-
nário. O modelo prediz 52% dos casos em um fator de dois usando α = 0, 90.

O diagrama de dispersão entre as razões das concentrações previstas e as ob-
servadas é mostrada na Figura 4.9 a seguir: que considera simulações com velocidade
do vento na altura de 10 m. Os pontos entre as linhas pontilhadas correspondem a
(Cp/Co ∈ [0.5, 2]).
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Figura 4.9: Espalhamento da concentração de poluentes usando φ = 1 m e diferentes valores de
α

Fonte: Própria

Em seguida na Figura 4.10 é mostrado diagrama de dispersão entre as razões
das concentrações previstas e as observadas, que considera simulações com velocidade do
vento na altura de 10 m e diferentes valores de α, utilizando φ = 10−3 m que representa
a microescala de comprimento de Kolmogorov (η).

47



Capítulo Quatro 4.3. Simulações Tridimensionais

Figura 4.10: Espalhamento da concentração de poluentes usando φ = 10−3 m e diferentes valores
de α

Fonte: Própria

Obseva-se prontamente que os melhores resultados ocrrem para α = 0, 90, veloci-
dade do vento medido em 10 m e a escal de comprimento deKolmogorov (φ = 10−3). Este
é um resultado bastante interessante, pois esta escala de comprimeto representa a menor
escala fractal em termos atmosféricos. Observa-se que o FAT2 é 100%, o que represnta
que todos os pontos estão entre as linhas contínuas.

4.3 Simulações Tridimensionais

Os parâmetros meteorológicos para este experimento com dados tridimensionais
de concentração são apresentados na Tabela 4.5. Observe que, neste experimento, a con-
centração na linha central foi normalizada pela taxa de emissão (c/Q). Como anterior-
mente, o parâmetro U10 representa a velocidade do vento medida em 10 m, e o parâmetro
U115 representa a velocidade do vento medida na altura de 115 m.
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Tabela 4.5: Parâmetros meteorológicos durante o experimento de Copenhagen.

Exp U10(ms
−1) U115(ms

−1) h (m) σv(ms
−1) σw(ms

−1) x (m) c(x, 0, 0)/Q(10−7sm−3)

1 2,1 3,4 1980 0,98 0,83 1900 10,50
3700 2,14

2 4,9 10,6 1920 1,39 1,07 2100 9,85
4200 2,83

3 2,4 5,0 1120 0,85 0,68 1900 16,33
3700 7,95
5400 3,76

4 2,5 4,6 390 0,47 0,47 4000 15,71
5 3,1 6,7 820 0,77 0,71 2100 12,11

4200 7,24
5100 4,75

6 7,2 13,2 1300 2,26 1,33 2000 7,44
4200 3,37
5900 1,74

7 4,1 7,6 1850 1,61 0,87 2000 9,48
4100 2,62
5300 1,15

8 4,2 9,4 810 1,35 0,72 1900 9,76
3600 2,64
5300 0,98

9 5,1 10,5 2090 1,71 0,98 2100 8,52
4200 2,66
6000 1,98

Fonte: Própria

4.3.1 Derivada Fracionária de Caputo

A Figura 4.11 mostra a convergência numérica da solução tridimensional proposta
pela (Equação (3.76)) para a concentração ao nível do solo, para as distâncias de 2000,
3000 e 4000 m, em função do número de autovalores i (solução GITT) e a distâncias de
300, 500, e 700 m em função do número de termos n (solução LDM) para a velocidade do
vento U115 (medida na altura da fonte) com α = 1, 00.
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Figura 4.11: Teste de convergência do modelo: (a) concentração em função do número de auto-
valores i (GITT); (b) concentração em função do número de termos na série n (LDM)

(a) Número de autovalores

(b) Número de termos

Fonte: Própria

A Figura 4.11 mostra a convergência para ambas as séries, onde a convergência
mais rápida das séries é obtida usando o método LDM.
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Da mesma forma que foi realizada com a solução bidimensional, uma avaliação
estatística das simulações comparadas com os dados experimentais tridimensionais de
Copenhagen foi efetuada para avaliar a influência do parâmetro α, além de comparar os
resultados do modelo com os resultados obtidos de outros modelos descritos na literatura.

A Tabela 4.6 mostra os valores obtidos para os índices estatísticos usados ante-
riormente, usando o modelo fornecido pela (Equação (3.76)) para vários valores de α e
velocidades do vento médio em alturas de 10 e 115 m. Os resultados obtidos usando outros
modelos são mostrados para comparação. O modelo 2 é a técnica GIAMDT (Generalized
Integral Advection Diffusion Multilayer Technique) com coeficientes de difusão depen-
dentes de variáveis x e z (turbulência não homogênea na direção vertical), mas usando
uma média na direção longitudinal Costa et al. (2006), e uma velocidade do vento com
um perfil de similaridade. O modelo 3 é a técnica GILTT (Generalized Integral Laplace
TransformTechnique) Moreira & Vilhena (2009), também com coeficiente de difusão que
depende da direção vertical z.

Tabela 4.6: Avaliação estatística dos modelos.

Modelo de Dispersão NMSE COR FAT2 FB FS
Modelo 1 U115 α = 1, 00 0,14 0,90 0,78 0,18 0,04

α = 0, 99 0,11 0,91 0,96 0,04 -0,07
α = 0, 98 0,13 0,91 0,91 -0,09 -0,17
α = 0, 97 0,19 0,91 0,91 -0,22 -0,30
α = 0, 96 0,29 0,91 0,82 -0,34 -0,38

Modelo 1 U10 α = 1, 00 0,71 0,93 0,30 0,65 0,49
α = 0, 99 0,46 0,93 0,57 0,52 0,38
α = 0, 98 0,27 0,93 0,83 0,39 0,26
α = 0, 97 0,15 0,94 0,83 0,26 0,14
α = 0, 96 0,09 0,94 0,87 0,13 0,01
α = 0,95 0,08 0,94 0,96 -0,01 -0,11

Modelo 2 GIADMT 0,15 0,87 0,96 0,01 -0,09
(U similaridade) (Costa et al., 2006)
Modelo 3 GILTT 0,33 0,80 0,87 0,28 0,09
(U lei de potência) (Moreira et al., 2009)

Fonte: Própria

A Tabela 4.6 mostra que o modelo proposto neste trabalho (Modelo 1) apresenta
os melhores resultados, em relação aos demais modelos considerados, para α = 0, 95 e
uma velocidade do vento em 10 m. Para esses valores, o Modelo 1 produz o NMSE
mais baixo (0,08) e o FAT2 mais alto (0,96). Os piores resultados são obtidos para
α = 1, 00 e uma velocidade do vento em 10 m, que representa a derivada de ordem
inteira, pois possui o NMSE mais alto (0,71) e o FAT2 mais baixo (0,30). Observa-se que
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o fato de os parâmetros físicos não dependerem explicitamente da variávelz, que é a mais
influenciada pela superfície da Terra, não afeta negativamente os resultados da solução
proposta, porque a variação em α compensa de alguma forma a falta de turbulêncianão
homogênea na direção vertical. Isso pode ser confirmado comparando-se os resultados
obtidos com o modelo proposto neste trabalho (Modelo 1) e os resultados dos Modelos
2 e 3 (GIADMT e GILTT, respectivamente), que consideram a não homogeneidade na
direção vertical, sendo que os modelos são mais complexos com respeito à sua solução
e implementação computacional. O modelo proposto neste trabalho é mais simples e
mais fácil de implementar, e sua natureza analítica permite uma análise explícita dos
parâmetros físicos.

Além dos resultados da análise estatística, algumas figuras também foram geradas
para ilustrar os resultados. Na Figura 4.12 são mostrados os gráficos das razões entre as
concentrações previstas pelo modelo e as observadas, (Cp/Co), para simulações usando as
velocidades de ventos medidos em 10 m e 115 m.
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Figura 4.12: Razão entre a concentração prevista (Cp) e a observada (Co) ao nível do solo: a)
velocidade do vento a 115 m; b) velocidade do vento a 10 m

(a) velocidade do vento a 115 m

(b) velocidade do vento a 10 m

Fonte: Própria

A Figura 4.13 mostra que a concentração modelada obtida ao nível do solo, sob
as condições moderadamente instáveis do experimento de Copenhagen, é melhor repre-
sentado por α = 0, 99, usando a velocidade do vento U115, e α = 0, 95, para a velocidade
do vento U10. Praticamente todos os pontos de dados estão entre as linhas pontilhadas,
representando um fator de dois (FAT2 = 0,96). As simulações para o caso da veloci-
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dade do vento U10 tiveram os resultados mais fracos com o parâmetro de ordem inteira
(α = 1, 00).

Como mostram a Figura 4.12 e a Tabela 4.6, os melhores resultados foram obtidos
para α = 0, 95 (NMSE = 0,08 e COR = 0,94) e velocidade do vento U10, mas os resultados
foram igualmente bons para α = 0, 99 (NMSE = 0,11 e COR = 0,91) e velocidade do vento
U115. Nesse caso, é evidente que o efeito de memória que foi considerado no coeficiente de
difusão é depende tanto da distância da fonte quanto da ordem da derivada fracionária.

A Figura 4.13 mostra como a concentração de poluentes simulada usando a (Equa-
ção (3.76)) varia em função da distância da fonte para diferentes valores do parâmetro
fracionário α.

Figura 4.13: Concentração ao nível do solo em função da distância da fonte, considerando a
velocidade do vento medida em 10 m (linhas vermelhas) e 115 m (linhas azuis), para diferentes
parâmetros fracionários: α = 1, 00 , α = 0, 98 e α = 0, 96 (experimento de Copenhagen.

Fonte: Própria

Observa-se que a solução adotada altera a posição do pico de concentração, mas
não altera seu valor máximo. Além disso, claramente o parâmetro α influencia o pro-
cesso de dispersão. Para a simulação de ordem inteira (α = 1, 00), é observada uma
concentração mais alta de poluentes na região próxima à fonte, com uma tendência para
a concentração diminuir mais rapidamente com o aumento da distância da fonte. À me-
dida que diminui o parâmetro α, nota-se que o pico de concentração muda de posição,
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tendendo a diminuir mais lentamente para distâncias maiores.

As simulações realizadas com a velocidade do vento U10, para todos os parâmetros
fracionários, exibem um pico de concentração mais alto para regiões mais perto da fonte.
A velocidade do vento U115 no modelo mudou o pico em maiores distâncias e praticamente
reduziu pela metade o pico de concentração em relação à velocidade do vento U10 para
os dados do experimento 9 de Copenhagen. É importante notar que os experimentos de
Copenhagen envolveram medições de concentração em distâncias de aproximadamente 2
a 6 km, um alcance dentro do qual há uma grande similaridade no comportamento das
curvas para esse intervalo, mas com diferenças consideráveis em termos de valores de con-
centração. Por exemplo, os resultados das simulações obtidos para a velocidade do vento
em 115 m e α = 1, 00, são praticamente coincidentes com os da velocidade do vento em
10 m e α = 0, 96. Além disso, há uma tendência para a concentração diminuir com o
aumento da distância e com uma aproximação das curvas durante o processo de dispersão.

4.3.2 Derivada Conformável

A análise é dada pela solução da (Equação (3.95)) utilizando o experimento 1 de
Copenhagen, conforme mostrado na Tabela 4.5 e utilizado na simulação tridimensional
fracionária. A Tabela 4.7 mostra os valores obtidos para os índices estatísticos usados
anteriormente, usando o modelo para vários valores de α e velocidades do vento médio
em alturas de 10 e 115 m.
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Tabela 4.7: Avaliação estatística dos modelos com derivada conformável.

φ = 10−3 m Modelo de Dispersão NMSE COR FAT2 FB FS
U115 α = 1, 00 1,30 0,63 0,52 0,73 0,73

α = 0, 95 1,49 0,22 0,56 -0,78 -1,56
α = 0, 90 1,98 0,45 0,26 -0,89 -0,88

U10 α = 1, 00 0,41 0,92 0,83 0,40 0,63
α = 0,95 0,12 0,87 0,91 -0,02 0,14
α = 0, 90 0,64 0,78 0,48 -0,53 -0,48

φ = 1 m Modelo de Dispersão NMSE COR FAT2 FB FS
U115 α = 1, 00 0,30 0,82 0,74 0,27 0,36

α = 0, 95 0,21 0,78 0,83 0,01 0,11
α = 0, 90 0,29 0,75 0,65 -0,24 -0,13

U10 α = 1, 00 0,41 0,92 0,83 0,40 0,63
α = 0,95 0,19 0,91 0,96 0,20 0,42
α = 0, 90 0,12 0,87 0,87 -0,03 0,15

Fonte: Própria

A Tabela 4.7 apresenta os melhores resultados do modelo, utilizando a derivada
conformável com o vento U10, com α = 0, 95 e φ = 10−3 m, Sendo o NMSE mais baixo
NMSE (0,12) e o FAT2 (0,91). De forma semelhante em U10, com φ = 1 m e α = 0, 95, o
mais alto FAT2 (0,96).

A Figura 4.14 mosta o gráfico de espalhamento usando φ = 1 m e diferentes
valores de α considerando velocidade do vento medido em 115 m.
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Figura 4.14: Espalhamento da concentração de poluentes usando φ = 1 m e diferentes valores
de α

Fonte: Própria

A Figura 4.15 mostra o gráfico de espalhamento usando φ = 10−3 m e diferentes
valores de α, considerando velocidade do vento medido em 115 m.
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Figura 4.15: Espalhamento da concentração de poluentes usando φ = 10−3 m e diferentes valores
de α

Fonte: Própria

Observa-se nas Figuras 4.14 e 4.15 um grande espalhamento quando considerado
vento em 115 m para o caso φ = 10−3 m, e menor espalhamentocpara φ = 1 m.

A Figura 4.16 mostra o gráfico de espalhamento usando φ = 1 m e diferentes
valores de α, considerando velocidade do vento medio em 10 m.
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Figura 4.16: Espalhamento da concentração de poluentes usando φ = 1 m e diferentes valores
de α

Fonte: Própria
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Figura 4.17: Espalhamento da concentração de poluentes usando φ = 10−3 m e diferentes valores
de α

Fonte: Própria

O diagrama de dispersão entre as razões das concentrações previstas e as obser-
vadas é mostrada nas Figura 4.16 e 4.17 um menor espalhamento quando considerado
vento em 10 m para ambos valores de φ.

De certa forma, tanto os resultados usando a derivada de Caputo como os da
derivada conformável são similares. No entanto, no caso das derivadas de Caputo forma
considerados somente a simulação em que φ = 1 m. Diferentimente, para o caso das
derivadas comformáveis 2D e 3D foi acrescida a microescala de Kolmogorov, apresentando
também bons resultados. No caso 2D a direrença entre φ igual a 2m e φ = 10−3 m foi
mais acentuada.
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Capítulo Cinco

Considerações Finais

Este estudo ressaltou a importância para uma nova direção em problemas de dis-
persão de poluentes atmosféricos usando equações diferenciais fracionárias. É importante
frisar que o cálculo fracionário é a generalização do cálculo tradicional de ordem inteira.
Neste sentido, o trabalho teve como objetivo principal a obtenção de uma nova metodo-
logia de solução da equação difusão-advecção com o propósito de simular a dispersão de
poluentes emitidos na CLP.

Normalmente, equações diferenciais permitem soluções com ordens inteiras em
suas derivadas. No entanto, em derivadas fracionárias, essa ordem pode ser alterada para
números não inteiros. A metodologia proposta, juntamente com o conceito de derivadas
fracionárias, resultou em soluções analíticas da equação de difusão-advecção linear de
maneira mais simples e mais geral, sugerindo que ela pode ser estendida a problemas não
lineares. Este procedimento foi utilizado pela primeira vez na simulação da dispersão
atmosférica de poluentes.

O fato de os parâmetros físicos do modelo (coeficientes de difusão e velocidade
do vento) não dependerem explicitamente da variável z, que é mais influenciado pela su-
perfície da Terra, não afetou negativamente os resultados porque a variação no parâmetro
α (efeito de memória) compensa de alguma forma essa falta de homogeneidade da turbu-
lência na direção vertical. Isto é confirmado com a comparação entre o modelo proposto
e os resultados obtidos pelos modelos GIADMT e GILTT, os quais consideram a falta
de homogeneidade na direção vertical e, que além disso, são modelos mais complexos.
Diferentemente, o modelo proposto aqui é mais simples, fácil de implementar e permite
uma análise explícita dos parâmetros físicos em virtude de sua natureza analítica. Os
resultados sugerem que não há vantagem em usar um coeficiente de difusão que é depen-
dente das variáveis x e z no processo de dispersão, dada as condições meteorológicas dos
experimentos de Copenhagen.

Além dos bons resultados com as soluções utilizando a derivada de Caputo, as si-
mulações utilizando a derivada conformável também apresentaram resultados adequados,
particularmente com vento medido em 10 m. A grande vantagem da derivada conformável
é que transforma um problema fracionário em um problema de derivada de ordem inteira.
No entanto, com este procedimento perde-se o efeito de memória intrínseco as derivadas
fracionárias. Importante salientar também a correção da dimensão da equação a ser re-
solvida com a introdução do parâmetro φ. Este parâmetro ainda é algo a ser discutido
em trabalhos futuros.
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